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Nota

Questo volume raccoglie una serie di lezioni (per lo pit
ampiamente rielaborate) tenute presso la sede del CIDI di
‘Roma nel 1973-74. Esso vuole presentarsi pertanto non come
Vennesimo manuale introduttivo di logica, ma come la docu-
mentazione di un’esperienza didattica che, attraverso il
« gusto » per lo studio della logica, dia_almeno un’idea di
quanto ampia sia U'incidenza della logica moderna_sulla cultura
contemporanea. Di qui da una parte l'impostazione « didat-
tica » e_volutg tare soprattutto dei primi capz-
- toli, dall’altra la non'um/ormzta dei punti di vista che il libro
presenta nel suo complesso: caratteristica questa che, senza
compromettere 'omogeneita del lavoro, ci sembra gli assicuri
tma sua partzcolare originalita.
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Lucio Lombardo Radice

Introduzione: logica e interdisciplinariti

1. Interdzsczplmarzta e_unitd della cultura

! WALy 1Yar Kooaa PR, -.:T:.\» .
11 punto di partenza ¢ il problema dell’unita della cultura.
Il ricercatore, l’operatore culturale, I’insegnante tendono
molto spesso a tinchiudersi nel loro ambito: diventano dap-

prima specialisti in una sola cosa, uomini di un solo scaffale;

© pol microspecialisti di una parte sempre pid piccola di quella
~cosa, uomini di un solo ripiano o di un solo libro'di quello

scaffale. L’intellettuale tende oggi, comunque, a restare
prigioniero di una o due materie; e questo non per sua’ vo-
lontd e sua responsabilitd, ma perché gli & difficile sottrarsi
alla partizione della cultura in materie, ogg1 dominante.
Questa situazione provoca in tutti noi uno stato di dlsagm
di inquietudine, di incertezza.

Per quel che riguarda noi insegnanti, non si tratta sol-

‘tanto di un problema didattico; a monte c’¢, appunto, il

problema della unita della cultura Il_problema didattico, che
¢ _oggi abitudine, e_anche moda, ch1amare problema della
interdisciplinarity, & il riflesso di un problema pia vasto,
quello della unitd della cultura. Infatti, come & ovvio!, non
si pud - creare artificiosamente nell’insegnamento una unita
culturale-didattica, se essa non corrisponde ad una qualche
tendenza alla unita della ricerca, della cultura nel suo insieme.

Il problema, a mio avviso, & molto difficile. E un pro-
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blema che oggi tanti, e in tanti modi, cercano di risolvere: .

ma non & un problema risolto, tutt’altro.

Infatti, 1a engim_aﬂupﬁgalg zazione, a una sgecmhzza— o

zione che non & un «di- pit » nel guadro di una cultura,
umtgga Paggiunta di una « cultura sgec1ale » a una comune
« cultura generale », ma che & invece vera e propria lacera-

zione e frammentazmne della cultura, ¢ una tendenza che ha
radici @M&Wﬁ\st}co, anzi, pid in pro-
fondo, nella stessa divisione del lavoro cosi come si attua
in una_« societd industriale ». I
Tn_particolare, questa tendenza & operante nelle nostre

scuole, - in tutte le nostre scuole, con un massimo di €saspe-

T — PR . . .« . . . . .
razione negli istituti di istruzione secondaria supetiore. Infatti,
tutte le nostre scuole — tranne forse i due cicli elementari,
che ancora, almeno in parte, « si salvano » da questo punto

di vista — sono fondate_,,l.mg_,zmnalmente sulla partizione in -
materie. La « materia» & il fondamento istituzionale della

« cultura scolastica ».
~/_‘ - - . L] 4
[ 2 awn Teawihn 7
2. Come superare la frammentazione della cultura in

« materie »?

Nello sforzo, che molti oggi fanno, e generosamente, di
sugerare re le barriere che dividono « materia » da « materia »,
¢’® un rischio, opposto a quello della specializzazione: 11

rischio della genericita, della superf1c1ahta della episodicita.”

"“Syperare la frammentazione dell’insegnamento in materie
non significa, o almeno non signilica solfanto, introdurre in
tutte le materie qualche nome che simboleggia I'unita della
cultura, un Leonardo o un Galileo. Non & sufficiente cogliere
soltanto “alcuni momenti di pienezza wunitaria della cultura,

quelli- che chiamerei i_periodi della cultura «allo stato na- -

scente ». Fissare Iattenzione sulla Grecia, sul_Rinascimento,

sﬁfr lluminismo, significa privilegiare i momenti nei qua1
tutta la_cultdra viene fondata o rfondara UMitATamente.

. e wp. ; e »w»-
interdisciplinarita si personifica allora in Aristotele, in~Leo-

RS —

’

Anardo e in Galileo, in Diderot o d’ Alembert In questo modo,

pero andiamo a2 ricercare nel passato — nella_nascita della

' cultura in Grecia, nel sorgere del metodo sperimentale e dell

scienza moderna nell’Europa del Rinascimento, nella r1volu-

zione culturale che precede la rivoluzione francese — il

- paradiso perduto della unitd della cultura.

Non dico che questo non sia importante: tutt’altro. Per

quel che mi riguarda, trgvo questo aggrocao alla unita della

cultura: t importante, da_essermi fatto promotore della

edizione in volume. di una_esperienza fatta ologna da ung-
«ollettivo _interdisciplinare » d1 insegnanti e allievi di un
liceo scientifico; di_wuno studio della nascita della “scienza
moderna, incentrato su. Galileo, e conclusosi con un vero e
proprio « convegno », relatori- gh studenti. Giudico, quindi,*
positivo e valido lo stud1o dei momenti alti della unita della
cultura nel passato: non credo perd che guesto sia I'asse

portante di un inseghamento 1nterdlsc1phnare moderno, con-

temporaneo.
"Ma che cosa, allora, contropropongo?
L ae B e —y——

~

3. Dalle materie ai metodi

Lz(g_goposta che faccio (senza pretese di originalitd) con-.
siste in cio: spostare il baricentro, o diciamo il fuoco, il
centro di interesse del lavoro culturale a sct scuola, dalle Taterie
ai metoch ai punti di vista. S

N.‘?.l, segu1to 1n1 rlferlro a_un parncolare punto di vista:

vissimi accenni, qualcosa su altri punti d1 vista, a mio avviso
fondamentali in ogni ricerca.

In ogni insegnamento — quale che ne sia 'oggetto, il con-

tenuto speci f1co — ci dovra essere un approccio _storico-ge-
netico.
eLice

Il metodo storico non dovra essere carattemstxca solo 'di’

‘un insegnamento storico specializzato: dovra invece essere
uno dei metodi.#niversali, che si applicano in qualsiasi ricerca.

11
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Occorrerd usare il metodo StOI‘lCO o « genetlco » se si

considera questa. seconda def1n121one piti generale, anche |

quando si studia la storia naturale, 1’evoluzione dell’Umverso,
della Terra, della vita, lo sviluppo della tecnica, dei rapporti
di produzione, del pensiero scientifico, e cosi via.

Il metodo_sperimentale non dovrd essere una preroga-
tiva-della materia « scienze naturali »,-della materia « fisica »,
della materia « chimica »: dovrd essere un metodo impiegato
da tutti 1 ricercatori, un metodo che investe tutti i contenuti,

ratorio » _di matemauca, nello stucho dell’ amb1ente nello
M . . i
spazio e nel tempo, ne la storia e nella geografla Non man-

globale del "metodo spenmentale Vorrei r1cordarne ‘una,
quella promossa da Liliana Ragusa Gilli in una scuola medla
di un quart1ere del centro storico (il quartiere Pigna) a Roma.
Ilk_guarnere ¢ stato studiato, nel suo spazio e nel suo tempo,
colla ricerca di documenti, con la raccolta di dati economici e
démografici, con_analisi delle statistiche, e ricorrendo_quindi
a diagrammi, istogrammi, medie di_vario tipo, calcolo. del
«baricentro della_popolazione » e cosi via. C% di mezzo
t'utto, c’® entrato tutto. 1l metodo sperimentale, che non
esaurisce nessuna materia, nessun ambito. di ricerca, attra-
versa perd tutte le « discipline », e le collega I'una all’altra,

Un _altro_metodo, o forse sarebbe meglio dire « atteggia-
mento_mentale », ¢ », che deve essere presente in ogni ricerca, &
quello che io chlamerel il metodo della progettazzone Pabi-
tudine a dedurre, ad esfrapolare, ad_anticipar partiré da
cio_che &, cid_che noj vogliamo sia nel futuro, S1 tratta della
dimensione che possiamo chiamare « filosofica », « utopica »,
piti corréttamente e conctetamente: - politica, e che & caratte-
ristica dell'uvomo. L’uomo vive con le radici nel passato e la
fantasia nel futuro; la prassi dell’uomo 1mphca sempre un
progetto
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- 4. La formalizzazione: un « segno dei nostri tempi »

Il metodo generale, « universale » sul quale vorrei adesso
L_metodc ,

fermare I’attenzione & qpello della_formalizzazione.

__._,,..__—.—-__.—-—«4—

LL formahzzazmne ¢ un tipa di am)roccm ai probleml

Quando parlo di metodi « generah », di punti d1 vista
« universali », intendo dire che ogni_ricerca richiede ciascuno
di questi metod1 nessuno di essi esaurisce perd linfinita ric-
chezza del ricercare, dello scoprire, del progettare, dell ot-
ganizzare, e cosf via: ogni attivitd, ogni ricerca di_conoscenza
ha una sua «infinitd », una ncchezza 1nesaur1b11e. Non dico,
quindi, che la sola formalizzazione consenta mai di esaurire e
dominare un ambito di ricerca, quale che esso sia; si tratta
perd di un metodo che & importante per tutti saper utilizzare.
Anzi, I'importanza crescente della formalizzazione &, secondo
me, uno degli aspetti caratteristici della cultura moderna e
contemporanea, un « segno dei nostri tempi ».

A questo proposito vorrei dire, soltanto per accenno, che
non é certamente caduale (a mio avviso) che dalla musica
descrittiva della seconda metd dell’800 e del primo ’900, che
pur & stata musica grandissima in alcuni autori e in alcune
opere, si sia passati ad -una musica sempre pid rarefatta di
contenuti descrittivi: atonale, dodecafonica, poi ad un puro

e semplice impasto di suoni, a una « tavolozza » di suoni

sempre pid ricca e varia, che vengono scelti, fusi, strutturati

in modo essenzialmente formale, seco logica_interna

di tipo formale.
Non & un caso che negli stessi decenni siano sorte, e si

siano affermate, tendenze non figurative nella pittura e nella

scultura. Senza dubbio, nel movimento non figurativo, non
descrittivo, riescono a inserirsi, e ad avere talvolta un successo
di « moda », avventurieti e venditori di fumo. Ma abbiamo
opere come quelle di Picasso, di Klee, di Moore, che sono li
a testimoniare che la formalizzazione nelle 'arti risponde in
modo profondo a esigenze serie del nostro tempo.

Ancora: non & certo un caso che non solo nella filosofia,
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ma anche nella antropologia culturale, nella lingtistica, in
altre « scienze umane » l'analisi _strutturale abbia via via
acquistato un peso che oggi ¢ € davvero tilevante. (Di questo
si parlerd, credo, in un parallelo volume di Introduzione alla
linguistica, curato da Tullio de Mauro, e fondato anche esso
su di un corso promosso a Roma dal CIDI, nel 1973-74.)

“ Non & un caso, infine, che la nostra epoca- 'sia — nello
stesso tempo — l’¢ra della cibernetica, ciod della formalizza.
zione dei. funzionamenti e dei controlli automatici. E Ila
scienza che parla di « meccanismi » e di « automi » in modo
formale, -e che & percid applicabile (entro i limiti che le sono
propri) tanto al cervello umano, a un apparato organico ani-
male o vegetale, quanto a una macchma (inanimata) nel senso
corrente del termine. - ) '

- Siamo, dunque, in un’epoca nella quale uno' dei segni dei

.. tempi & la tendenza alla unificazione di « concreti », diversi

tra di loro, in un solo schema — la_tendenza alla formahz
zazione, al ritmo, al « modo di... », alla struttura. Le parole
che si impiegano possono naturalmente cambiare: io patlerd,

in generale, di formalzzzazzone in partlcolare di_ matema-
41224; L IRaren
tizzazione.

Ta matemauzzazmne
aspetto tecnico (per guanto 1mportantlssxmo) della formaliz-
zazione. I processi di formalizzazione, ci Ottanza- cre-
scente che noi attribuiamo allo schema alla forma, alla strut-
tura, bol izzazi
ura, simbolo. — tutto questo. ha a matematizzazione
come uno dei suoi aspetti. La matematizzazione, lo ripeto, &

l’as etto pi tecnico e rigordso della formalizzazione, -che
tyttavia_non identificherei colla matematizzazione; la_forma-

hzzazmne mi sembra un fenomeno pid generae e complesso,

non sempre « matematizzabile ». =

5. Dalla matematzzzazzone della fisica a quella delle scienze
umane f o

- La matematlzzazmne, strumento ‘classico delle scienze

N

fmche ‘digprlma, di quelle naturali poi, & nella nostra epoca

¢_infatti, a mio_ayviso, soltanto un .

W \ﬂ'\»\'a\/\l W(// ‘1/)"')/7 L“jq—zé)r‘x ’

ogni glorno dl pid mezzo ausxhano importante anche nelle
« scienze umane ». Questo & un altro segno dei nostri tempi.
La @atematma, legata® alla astroniomia sin dalla pii remota
antichita, & divenuta, ai tempi di Galilei e di Newton, lo
strumento principe per la_comprensione e il dominio dei fe-

‘ngmenl meccanicl.- 11 grande libro di Isacco Newton, uno dei

testi che fondano la scienza moderna, ha per titolo: Philoso- {
phiae naturalis principia mathematica: i principi matematici |
della filosofia naturale. L’« abbinamento » tra fisica e mate- }
matica & davvero molto antico, e pud essere ricercato addi-

rittura in Archimede, non che in Galileo o in Newton. Piu

tardi, nel corso dell’Ottocento, tutte le scienze naturali — dap-

'pr1ma la’ chimica, poi, in epoca piti moderna, la biologia — si

avvalgono dello strumento matematico. In_particolare, viene
largamente usato, con successo, il calcoI delle prEbaB"hta

s s

Negli ultimi decenni 11 metodo matematico viene usato
perd non solo da futte le scienze naturali, e da tu tutte le tecni-
che, ma anche dalle scienze umane.

Non si concep1sce pitt la eventualitd che uno storico serio
non si avvalga, sia pure come lavoro preliminare per la sua
sintesi, di analisi di vario tlpO nelle quali entra il metodo
matematico; non si avvalga cioe du@gghe di_diagrammi,
di_dipendenze funzionali, di interpretazioni ed elaborazmm
matematiche di_dati. T

Sie sv1luppata e perfezionata la matematizzazione d1 molti

S T e

fenomeni economico-sociali. C’¢_una approfondlta matematiz-

zazione _dell’ecanomia pol1t1cg_£gl suo complesso (teorie ma-
tematiche  della programmazxone della produzione), oppure
di ‘alcuni problemi economici particolari (« programmazione:
lineare », metodi di ottimizzazione, ecc.). La teoria dei giochi.
tende a diventare una teoria matematica generale del com-
portamento nazionale, della strategia ottimale (rispetto a un

' certo obiettivo). La teoria dell’informazione si_sviluppa impe-
- tuosamente investendo la cibernetica, la tecnica delle comu-

nicazioni, l’analisi del io. Esiste anche una matema-
‘tizzazione della hnguxstlca forse_ancora ai suoi primi passi,

T 2
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che tende tuttavia a costituirsi in una disciplina autonoma, la
. v . . i M —
“linguistica_matematica,

Quello della matematizzazione & petcid un metodo che
ST

appare coessenziale a tutte le ricerche.

Occotre, certo, mettere in guardia contro ogni « trionfa-
lismo matematico ». Il matematico non & davvero un mago:
la_matematizzazione non & davvero la chiave che apre tutte
le porte, la tecnica che Tisolve tutti i problemi. Ci§ono troppi
problémi in cielo e in terra che non condsce la nostra mate-
‘matica, pottemmo dire, parafrasando Amleto. Tuttavia, dob-
biamo anche ‘dire che tutti dovrebbero avere una idea del

metodo matematico, perché per tutti & uno strumento im- .

portante.

6. Perché abbiamo scelto la logica matematica

Con i dirigenti del CIDI, ci siamo allora chiesti (il plu-
rale si riferisce al .« gruppo di lavoro» che firma questo

volume): « qual & il modo migliore per diffondere una cono-

scenza, almeno qualitativa, del metodo matematico, della mate-
m.a:clzzazione, una conoscenza non specialistica, accessibile non
diciamo a tutti, ma quanto meno ai colleghi insegnanti, quale
che sia la loro-formazione? » ‘ |

I possibili ‘modi buoni sono sempre molti, e non & detto

che ci sia un « modo ottimo » in assoluto. Noi abbiamo rite-
nuto che una via buona, quella anzi che a noi sembrava oggi -

la migliore, fosse quella della logica matematica, concepita

anzitutto e soprattutto come un esempio di formalizzazione,

~come un’esperienza di matematizzazione.

7. Da Leibhz’z_-a Boole

La logica simbolica & un bell'esempio di formalizzazione,
dal punto di vista della « estetica matematica ». Nello stesso
tempo, per i suoi contenuti e per le sue possibili applica-
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- & costituita sempli

zioni, la logica matematica interessa da vicino diversi campi
della ricerca, del pensiero, della tecnica. La logica matematica
ci & sembrata, quindi, la scelta migliore, rispetto all’obiettivo
che ci siamo proposti, e che abbiamo prima dichiarato.

Faro, in questa introduzione, solo qualche accenno storico.
Il nostro « collettivo di lavoro » ritiene che la ricostruzione
storica debba essere fatta alla fine, altrimenti non si sa di
che cosa si faccia la storia. Come nel nostro corso del CIDI
1973-74 le conferenze ‘storiche di Paolo Freguglia hanno
chiuso il ciclo, cosi in questo volume quelle conferenze sa-
ranno trasformate in un capitolo che segue la parte « tecnica »
introduttiva. ‘ _

Il punto di partenza della logica simbolica va ricercato
agli infzi della scienza moderna, in una idea geniale di” Gu-

gligtoGoffredoLeibniz, il primo che abbia proposto la

mafemmatizzazione della logica, come una tecnica che deriva
da un’esigenza filosofica generale. Dice Leibniz: « Le_lingue
patlate, benché siano generalmente utili per il pensiero di-
scorsivo, sono tuttavia soggette ad innumerevoli ambiguita
di significato e non possono offrire i vantaggi del calcolo,
consistenti specialmerite nella possibilitd di scoprire gli errori
di deduzione” derivati dalla costituzione della struttura delle
parole;—come €rrori sintattici e barbarismi. Questo metavi-
glioso vantaggio & offerto finora soltanto- dai simboli degli
arifmetici e degli algebristi, nel caso dei quali la deduzione

emente dall’'uso dei simboli, ed un errore
di calcolosi~identifica con uno di pensiero ». T

~IT proposito di Leibniz_& quello di_arrivare, anche nel
pensiéro ¢ nel dibattito filosofico, ad una situazione altret-

‘tanto chiara. Matematizzando il pensiero, quando due filo-

sofi non sono d’accordo, potranno mettersi al tavolino e dire:
calculemus!- mettiamoci a fare i calcoli, sottopoeniamo a una
verifica esatta, di tipo matematico, il nostro problema fi-
losofico. :

Gli scritti di Leibniz su questo suo programma di mate-

- matizzazione della filosofia, sullo strumento che egli voleva |

costruire, e che chiamava characteristica universalis, e, pit
— ———
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espressxvamente calculus _ratiocinator, vanno naturalmente
collocatl in un dato momento storico. Leibniz era pieno di
_entusiasmo’ per le scoperte del suo tempo, alle quali diede
\un contributo grandissimo. Erano i decenni nei quali si af-
fermava la_algebrizzazione della geometria (geometria anali-
‘tica,, delineata in modo sistematico da Descartes\ﬁgﬁé%),
discorso geometrico, intuitivo € non sempre univoco, veniva
‘affidato a una tecnica automatica, ogni problema controverso
poteva essere risolto dicendo: calculemu.r/ L’idea di una auto-
matizzazione della deduzione ¢_quindi una delle grandi_idee
defs/_ﬁggglo Leibniz prospetta e propohe una pan-formalizza-
zione che consente di ridurre alla certezza e all’automatismo
dellarifmetica ¢ dell’ alg bra ogni ﬁma di ragionamento e di
deduzione . >
" la logxca matematica nascer, e si sviluppera, r1prendendo
Pimpostazione di Leibniz, ma senza la pretesa di essere quel
calculus ratiocinator universale che Leibniz vagheggiava.
Questo & un punto importante, anzi decisivo; conviene -
fare chiarezza. subito. Le « macchine pensanti » non solo
sono ben lontane dal poter sostituire oggi le menti individuali-
e i «cervelli collettivi » caratteristici della organizzazione in
societa -degli uomini; & da ritenere che non potranno mai
farlo, per ragioni di principio (tanto per dare un esempio:
€ assai arduo credere alla possibilita di automi creatori di alta .
poesia, di nuovi stili pittorici che interpretano il « profondo »
del nostro io, e cosi via). Cid non significa, perd, che alcune
attivitd che fino ad oggi Venivano considerate prerogativa
deWano essere (e s1ano\st2£:)\aff1date
con_vantaggio ad ad automi. Un automa pud controllare Ja cor-
Tettezza di certe deduzioni e Conclusioni meglio_di—un uomo|
Nella prima parte del nostro breve corso, nelle « lezioni » nel-
le quali Barbara Veit Riccioli spiega il « calcolo delle proposi-
zioni », si vedra come sia « automatizzabile » il giudizio dif.

i o o i e e

1 Tra le tante opere su Leibniz ﬁlosofo-matematlco suggeriamo
un’opera giovanile di B. Russell, La flosofia. di Lezbmz, trad. . it.
Roma, 1972, a cura di Roberto Cordesch1 uno de1 coautori di questo
nostro hbro collettxvo
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" in"s&, che perd ¢
come comprensione del processo di astrazione.

_scrive:

J

verita o di falsita di un enunciato, composto mediante la.

'« connessione » di altri enunciati elementari, quando si co-
nosca il « valore di veritd » degli enunciati elementari com-

ponenti.

Insomma, quando si matematizza la logica non si fa tutto, ;
ma non si puo neppur dire che non si faccia nzente: si fa i
qualcosa, Si_fa_qualcosa che (nel caso ad esempio del «cal-}
colo delle proposmom ») puo. non essefe molto importante
¢ importante qualitativamente, come metodo,}

Sul procedimento di astrazione, ha scritto pagine mirabili

" il fondatore di quel « calcolo_logico » del quale “Leibniz era’
stato il profeta. Parliamo dell’inglese George Boole che ella

sua prima opera, Lamzlzsz matematica della logzca (1847),
« Coloro che hanno dimestichezza con lo stato at-
tuale della teoria dell’algebra simbolica, sannho bene che la
validitd di procedimenti dell’analisi non dipende dall’inter-
pretazione dei simboli che vengono usati, ma esclusivamente
dalle leggi della loro combinazione... L’espressione di gran-
dezze o di operazioni che si riferiscono a grandezze & stato
Poggetto dichiarato per il quale sono stati inventati i simboli
della analisi ed indagate le loro leggi. Cosi le astrazioni della
moderna analisi hanno incoraggiato la persuasione che la
matematica sia, in linea di principio non meno che in linea

di fatto, la scienza delle grandezze, ciod che i calcoli si fac-.

ciano come calcoli su numeri, o al p1u su grandezze -geo-
metriche ». : }
d
« Noi possiamo dare, viceversa, come caratteristica de-
finiente del calcolo, che esso & un metodo basato sull’uso
di simboli, le cui leggi di combinazione sono note e generali,
ed i cui risultati permettono un’interpretazione priva di con-

* traddizioni. B sul fondamento di questo principio generale

che mi propongo di costruire. il calcolo della logica e che-
pretendo per. esso_un_posto tra le forme riconosciute in

analisi matematica. »
Boole petviene cosi ad una concezione del calcolo pura-
mente formale. Un « calcolo » non presuppone un partico-.

e
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lare significato degli oggetti sui quali esso opera, non deve

agire necessariamente su « quantitd », su numeri o grandezze:

geometriche. Inoltre, un « calcolo» & fondato sulle regole

verificate dalle sue operazioni, non su di un significato deter- -

minato di esse operazioni. ‘

George Boole fonda la moderna loglca simbolica, o
« matematica », attorno alla metd dello scorso secolo. Tra la
fxnmcorso secolo, e linizio del nostro, abbiamo la
prima grande «stagione» della logica matematica, legata ai
nomi del tedesco Gottlob Frege, dell’italiano Giuseppe

\ JPeano, dell’inglese Bertrand Rus_sell._

- 8. Benedetto Croce giudicava « risibile » la « logzstzca »

Qui perd debbo fermarmi, perché, come ho gia detto,
lillustrazione dello sviluppo storico della logica matematica
- deve seguire, e non precedere, la conoscenza di essa, e sia
pure dei suoi primi elementi. Vorrei, invece, fermare lat-
tenzione sulla violenta e sprezzante opposizione Jella scuola

natica, che Benedetto Croce chiamava « logistica », forse pet
non onorarla con il nome di « logica », che egli riservava alla
speculazmne filosofica sui « concetti ». —

“Nella~sua~Togica come scienza del concetto piiro, nel
1909, Croce scrive: « Come scienza_del pensiero la_Logistica
3 SS_S»@»Q@ e, degna veramente dei cervelli che I’hanno co-
struita e che sono i medesimi i quali vanno vagheggiando
una nuova Filosofia del hnguagg1o anzi una nuova Estetica,

nelle loro insulse teorie della Lingua universale » (la punta”

hY

della polemica & contro il contemporaneo Giuseppe Peano,

\che aveva proposto un latino sine flexione come nuova lingua

internazionale di scambio tra gli studiosi, in particolare tra

1 matematici). « Come formulario di utilita pratica non &
nostro compito qui esaminarla, tanto pid che gia ci & occorso

dire a questo proposito il nostro avviso.» « Al tempo del

Leibniz; cinquant’anni dopo, ai tempi ultimi del wolfiane-
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neo-hegeliana, dominante in Italia allinizio del nostts secolo .
(an21 si pud _ben dire, fino alla Liberazione), alla logica_mate-

simo; un secolo fa, ai tempi del’Hamilton; quarant’anni
addietro, ai tempi del Jevons e di altri; e finalmente ora, che
¢ il bel tempo dei Peano, dei Boole, dei Couturat, questi
nuovi congegni sono stati offerti sul mercato: e tutti, sempre,
li hanno stimati troppo costosi e complicati, cosicché non
sono entrati ancora nell’uso. »

« Vi entreranno nell’avvenire? La pratica opera di per-
suasione, propria del commesso viaggiatore, che cerca acqui-

. renti per un nuovo prodotto, e la previsione dell’industriale

e del commerciante circa la_fortuna che quel prodotto possa
mai incontrare, non sono di pertinenza della filosofia, la
quale, disinteressatamente, potrebbe qui tutt’al pid rispon-.
dere, con parole di benevola attesa: se son_rose, fioriranno. »

Erano rose, e sono fiorite. Quella di Croce & stata una
scommessa perduta, una previsione fallita. Ma non si tratta
solo di U effore di previsione, C’e sotto, mi pare doveroso
ditlo, un vizio di fondo: il settarismo, la condanna e lirri-
sione per tutto cid che non rientra nella « nostra filosofia ».
(Tra parentesi: si parla spesso di « zhdanovismo » quando
si vuol bollare una corrente di pensiero di dogmatismo
chiuso, di limitatezza culturale; non vedo perché, con altret-
tanta ragione, non si dovrebbe. parlare di « crocianesimo »,
almeno per_quel che riguarda la chiusura nei confronti_ del
pen51ero scientifico, e Ia lotta astloea&%svﬂuppO)
~Dispiace farlo, perché Benedetto Croce & personalitd di
alta statura, molto complessa e contraddittoria, ma nel caso
della sua Logica non si possono non impiegare parole dure.
Croce rivela una impressionante ristrettezza mentale, ogni
qual volta si parla di scienze naturali od esatte; la raffina-
tezza che lo caratterizza quando discotre di arte o di stotia,

diventa vera e propria fozzezza culturale. « Cosa risibile »,

« teorie insulse », « congegni... offerti sul mercato » che

‘nessuno - compra, « commessi viaggiatori » che cetcano di

piazzare il prodotto; Questo tipo di linguaggio, e di giudizio,
sugli inizi di un movimento destinato a grandi e multiformi
sviluppi; questa totale incapacitd del Croce (e del resto anche
del Gentile) di intuire le enormi potenzialita di pensiero, e
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sia. pure di pensierd « unilaterale » (ma quando mai il pen-
siero umano € « totale »?), che risiedeva nella « logistica » di
Boole e di Peano, lascia oggi esterrefatti e scandalizzati.
Non si trattd soltanto di zhdanovismo intellettuale; si
trattd anche di zhdanovismo pratico, avant lettre. Infatti, la
scuola di logica matematica che Peano stava fondando in
Italia & stata non solo combattuta filosoficamente, ma pri-

vata degli strumenti e delle istituzioni necessarie 'alla sua

crescita (cattedre istituti, centri di studio, rappresentanze in
accademie e cosf via) dal potere esercitato dal neo-hegelismo,
da Croce e da Gentile, tanto quando erano uniti quanto
quando erano divisi. La repressione culturale si pud fare
anche’ sotto bandiera’ « liberale », mettendo al bando dalle
istituzioni le correnti avverse o dlverse

- Erano rose, e .sono fiorite. Ma sono fiorite altrove; in

. Inghllterra negli Stati Uniti, in Polonia. Eppure, si pud ben
.dire _che la logica matematica moderna I’ha MC

'-P_e_a__g_, che Croce derideva senza scorgere quale genio” c’era
sotto quella Tollia; quel Peano che & stato determinante nella

fotmazione di Bertrafd Russel] e che per primo ha bene orga-

nizzato simbolicamente e matematicamente 1a logica, che per
primo ha procédute in modo rigoroso nel compito (tuttora

.\aperto) della fondazione . della matematica. Mentre in tanti

altri paesi, dagli Stati Uniti all’lURSS, dall’Inghilterra alla
Ungheria, alla Polonia, esistono da decenni cattedre, istituti,
centri di « logistica », e da decenni si pone il problema della
introduzione dei primi elementi di' logica matematica nella
‘cultura di base di tutti, partendo dalle elementari, nella
patria di Giuseppe Peano solo ora, negli anni settanta, ab-
biamo gualche cattedra di logica matematica ricoperta da
professori di “ru’o\lo (grimo concorso nil-_ij). Tra la fine
degli "anni cinquanta e l’inizio dei sessanta, per mandare in
cattedra, come professore di ruolo, qualche ottimo logico. ma-
tematico, abbiamo dovuto-farlo passare per la via traversa dei
concorsi di filosofia della scienza, o di algebré (dico « abbia-
mo », perché ho avuto il piacere di essere membro della com-
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“oggetti di indagine matematica, e questo sin dall’inizio. Ogg

missione di algebra che ha proclamato primo vincitore del .
‘concorso il logico Roberto Magari, che & oggi un caposcuola

di rilievo, non solo italiano, nella logica matematica).

9." Importanza délla logica simbolica

La log1ca matematica, da Boole ai nostri giorni, ha avato

.grande importanza almeno per quattro indirizzi della cultura:

1) per la matematica; 2) per la filosofia; 3) per la linguistica;

'4) per linformatica e la teoria degli automi.

Mettiamo di proposito al primo posto linfluenza..che la

”~

matem3aTizzazione della logica ha esetcitato sulla matematica "\

M"“‘“‘W
stessa. Lra logica e matematica 51 ¢ stabilito_un_fapporto
d}"‘l‘ettlcomLa matematizzazione della logica ha prodotto nuov

si chiamano algebre di Boole certe « strutture algebriche »
nelle quali sono definite (astrattamente) delle operazioni,
verificanti determinate proprietd formali, Si chiamano algebrel

Wmm, e pr ﬂ%zlomw(ﬁnumml)
on quelle operazioni tra proposizioni che sono la congiun-

zione e la disgiunzione di due enunciati, il passaggio da un

~enunciato alla sua negazione. Ma si tratta di- una classe di-

«modelli » di algebre di Boole; il concetto matematico di
«algebra di Boole » & pid generale del concetto logico-mate-
matico di « calcolo delle proposizioni » secondo Boole; vi ¢
un vero e proprio processo dialettico di elevazione «a spi-
rale », dalla matematica alla logica di nuovo alla matematica
a un hvello pit elevato.

Lo stesso si pud dire (tanto per fare un secondo esempm
tra i moltl possibili) per Ie logiche trivalenti o- polivalenti: a
‘tre valorl (vero, falso, indecidibile) o a pia valori (per esem-

'~ pio, Vero con una certa probabilits, che va da « zero » = im-

possibile, a « uno » = certo).

Per il matematico, non ha molta importanza stab1l1re con

PR

quale Togica ragionare: di~fatto, il Tfiatematico ragiona finora

collaTradizionale logica a due valori. Tuttavia, le «altre

Y

23

- di_Boole perché uno dei~« modelli » nei quali possono essere|



logiche », a pit di due valori, hanno 1mportanza anche per
il matematico che non crede ad esse filosoficamente e che si
guarda bene dall’'usarle nel suo lavoro quotidiano, come lo-
giche;” hanno importanza matematica, perché offrono « mo-
, delli » di strutture matematiche interessanti, alle quali si

iy

possono dare anche interpretazioni diverse da quella logica.
Insomma, ancora una volta il processo di matematizzazione

matematica.

duecento  anni fa erano affrontati e investigati dal filosofo
« puro », oggi sono divenuti oggetto della logica matematica.

" { } In secondo luogo: taluni problemi che centocinquanta o

Vorrei dare solo due esempi, relativi alle questioni di indi-

pendenza degli assiomi di un sistema. Duecento anni fa, o
poco meno, Emanuele Kant, nella sua Critica della ragion
pura, e precisamente nella sezione dedicata alla « Estetica
trascendentale », asseriva la necessitd, e quindi unicitd, della
geomettia euchdea come forma a priori nella quale la sensi-
- bilitd umana « organizza » il molteplice spa21ale
Alla domanda: «la geometria euclidea & 1’unica pensa-
bile e possibile? », viene data oggi una sicura risposta (ne-
gativa) dal” matematico-logico. Il' problema pud essere risolto,
perché pud essere matematizzato. Innanzitutto: cosa significa
' « pensabile », « possibile », quando ci si riferisce a una geo-
- metria non-euclidea, a una geometria nella quale valgono
tutti gli assiomi della geometria metrica euclidea (« geome-
tria ordinaria ») salvo ’assioma che asserisce 'unicitd della
parallela da un punto dato ad una retta data nel piano deter-
minato da quel punto e da quella retta? La esistenza o non-
esistenza di una geometria non-euclidea viene ridotta dal ma-
~ tematico alla non contraddittoriets, alla « coerenza » dei suoi
assiomi-base, secondo la proposta di David Hilbert, oggi pie-
namente verificata dal teorema, logico-matematico, secondo il
quale ogni teoria coerente « del 1° ordine » possiede « mo-
delli » (il non contraddittorio « esiste » sempre).
Viceversa, se un sistema di assiomi possiede un « mo-
dello », esso non & contraddittorio. (Tra parentesi: in un

\ di una loglca si rlﬂette in uno sviluppo della astrazione

certo senso, il matematico recupera, ma precisandola e limi-
tandone il significato, la intuizione hegeliana secondo la quale
« tutto il reale & razionale, e tutto il razionale & reale ».)
Allora la questione della unicitd, o meno, della geometria
metrica euclidea diventa un problema logico-matematico pre-
ciso: quello della indipendenza, o meno, del « postulato delle
parallele'» dai rimanenti. La indipendenza di detto postulato

(il « quinto » ‘di Euclide) dagli altri viene infine dimostrata
costruendo dei « modelli euclidei » di geometrie non-eucli-
‘dee. Si conclude che, se la geometria euclidea & coerente, lo

sono anche le geometrie non euclidee, formalizzazione dei mo-

b

“delli ai quali sopra si & accennato. Il problema & completa-

mente risolto; un problema che tradizionalmente veniva rite-
nuto di pertinenza della speculazione filosofica, si rivela in-
vece di natura logico-matematica,

Recentemente, nel 1964, il matematico statunitense Paul
Cohen ha risolto un problema analogo, seguendo lo stesso
tipo di procedimento: il problema della indipendenza, o
meno, dell’assioma della scelta (o di Zermelo) dai rimanenti
assiomi della teoria degli insiemi, nella formalizzazione ad
essa data da Zermelo e Fraenkel. L’assioma della scelta asse-
risce che da una infinita comunque grande di collezioni
(« insiemi ») & possibile passare a un nuovo insieme, costi-

" tuito da « rappresentanti » degli insiemi della « famiglia »

data, scelti uno, e uno soltanto, per ciascun insieme di detta
famiglia. Il risultato di Cohen & sorprendente, direi addirit-

‘tura « sconvolgente »: Passioma della scelta é indipendente

dai rimanenti assiomi della teoria di Zermelo-Fraenkel. Come
sono possibili una geometria euclidea, e una geometria non
euclidea, cosi sono del pari possibili (compatibili) una mate-

‘matica zermeliana e una matematica non zermeliana.

Dico che questo risultato & sconvolgente, perché distrugge
un’inveterata convinzione, quella della unicitd dell’intelletto

" umano, convinzione alla quale soggiace I'idea (metafisica)

della esistenza di un « intelletto puro ». Mi. sembra  chiaro
che il risultato logico-matematico di Paul Cohen vada molto
al di 12 di un clamoroso successo « tecnico », e abbia una



eccezionale « rilevanza filosofica », per usare una espres-
sione cara a. Federigo Enriquez. Io credo che meriterebbe
- di passare alla storia del pensiero come la « criticg, dell’mtel
letto puro » anno 1964 1.

Quindi, con lo strumento della matematizzazione, e in
particolare colla logica matematica, si riescono ad affrontare
e risolvere problemi molto elevat1 che Ta disputa filosofica
"'nel senso classico non riusciva, non che a risolvere, nemmeno
a porre in modo preciso. Cid .non significa davvero che la
matematica assorba tufta la problematica filosofica; abbiamo
gia parlato all’inizio di unospecifico filosofico come momento
della progettazione, ' dell’'utopia, della politica. Insomma,
rispetto alla filosofia, cosi come rispetto alle altre dimensioni
che abbiamo elencato, il metodo matematico non & « tutto »,

1 e nel tempo stesso non si pud neppur dire che sia « niente ».

l

E « qualcosa »; ma guaj a non occuparsi del « qualcosa », a
' cercare sempre e soltanto la totalita!

Il terzo esempio che voglio dare di applicazione feconda
della logica matematizzata riguarda problemi linguistici, in
senso lato, Non intendo tanto riferirmi alla linguistica mate-
matica, indirizzo di ricerca destinato quasi certamente a svi-
luppi importanti, ma ancora, per. quel che ne conosco, ai
suoi primi passi. Penso piuttosto a concetti generali legati
al linguaggio,” innanzitutto ai concetti di sintassi e di se-
mantica.

ticamente) fa parte della logica, naturale, della < Iogica” quo-
tidiana ». Si puo Tagionare corréttamente, e arrivare a con-
Clmli false, se si parte da premesse false. Tuttavia, -
lanahs1 matematica che permette di definire in‘modo rigo
roso cid che & « corretto », o meglic deducibile in una teoti

1 Sull’argomento, ho scritto un saggio dal titolo: Kritik des
reinen Verstandes, nel volume di scritti in onore di Adam Schaff,
pubblicato a Vienna a cura di Tasso Borbé, con il titolo: Der Mensch-
Subjekt und  Objekt [L’uomo: = soggetto e  oggetto]. Un famoso
teorema di Godel, sulla impossibilita di dimostrare la coerenza del-
Paritmetica. con la . formalizzazione logico-matematica dell’aritmetica
stessa, & ormai noto come la «critica della ragion pura anno 1931 ».
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La differenza tra corretto (smtatucamente) e vero (seman-, .

fissandone gli assiomi e le regole di deduzione. Ed & anche
© una analisi di tipo logico-matematico che ha consentito al
~ Tarski di precisare il concetto di vero, dal punto di vista
- semantico, chiamando vero ogni enunciato di una teoria for-
male che sia verificato in ogni sua possibile interpretazione.
Nella teoria logico-matematica pid elementare, il « calcolo
delle proposizioni », quella alla quale saranno dedicate molte
delle lezioni che qui raccogliamo in volume, si perviene a
-un. « metateorema » secondo il quale ogni proposizione dedu-
cibile & vera, e viceversa (questo risultato vale anche per
ogni «teoria del 1° ordine »; metateorema significa asser-
zione non della teoria che si sviluppa, ma sulla teoria stessa).
Questa precisa distinzione di livelli ha permesso di sciogliere
i famosi paradossi semantici, che derivano — appunto —
‘dalla mancanza di una analisi del linguaggio; della stratifi-
cazione, a partire da un linguaggio cosale, puramente indicativo
di oggetti, a successivi metalinguaggi, ciascuno dei quali serve
a parlare del precedente (cosa che non pud essere fatta nel
precedente). : ‘
Il quarto ed ultimo’ esernplo d1 utilizzazione della logica
matematica che voglio qui portare & quel complesso di nuove
scienze che studiano il comportamento degli automi e la loro
- costruzione, e che implicano una delicata analisi del lin.
guaggio dal punto di vista operativo, e dal punto di vista
. del « contenuto di 1nformazxone ». Parleremo per 1ntenderc1
- di « informatica ».
Mi pare superfluo soffermarmi su questo esempio; forse
‘ho sbagliato, nei tre precedenti, nel cercare di « dare una

idea » di questioni - che richiedono un tempo, uno spazm
un attenzmne ben p1u grandi,

’

10. Bisogna cominciare con pazienza dal prz'n_cz'pz'o

Siamo partiti dalla esigenza di 1nterd1sc1phnar1ta nell’in-
segnamento. Abbiamo affermato che, a nostro avviso, intet-
disciplinaritd deve significare soprattutto studio degh « og-
,gettx globah » (natura,” societa, storia) da punti di vista d1—
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versi, con metodi parziali si, ma indispensabili per poter
arrivare a una sintesi il pid pos‘sibile unitaria. Abbiamo detto
poi che uno di questi metodi & il _metodo della formalizza-
zione, in particolare della matemat1zza21one “Abbiamo Tiifine
esposto i motivi per i quali abb1amo scelto la_matematizza-
zione della Togica come esperienza di formahzzazxone partico-
larmente ricca e significativa per la < cultura generale ».
“Reésta ancora un punto del nostro « gioco»che vogliamo
onestamente dichiarare, prima di cominciarlo con chi vorra
accettare la partita con noi. Si tratta di un punto molto im-
portante, che voglio sottolineare: della logica matematica,
abbiamo scelto gli argomenti iniziali (propedeutici), e cioé

elementi di calcolo delle proposzzzom e di calcolo dei predi-

cati del 1° ordine.

Si tratta di argomenti modesti. Non affronteremo nes-
suna questione grossa. Preannunciamo alle persone colte, ma
non esperte di logica matematica, che proveranno quasi certa-
mente un sentimento di delusione seguendo le lezioni che
qui si pubblicano. Noi crediamo perd di far cosa giusta, cer-
cando di creare nei letrofi Ta capacita, la abitudine della for-
maMasttazmne della « convenzione »,
svwmwm T _modo corretto e com-
pleta. eto. Crediamo di far bene rifiutandoci di affrontate, al di
13 di qualche indicazione contenuta in questa 1ntrodu21one i
problemi grossi in modo generlco pseudo—mtumvo in defi-
nitiva disonesto.

. L’esperienza che abbiamo fatta in wivo, e ci sembra con
qualche successo, nel corso CIDI di Roma 1973-74, e che
ora consegnamo a un pubblico (soprattutto di co“eghl inse-
gnanti) presumibilmente pid vasto, ha avuto e ha come obiet-
tivo quello di dare un aiuto modesto, ma serio, a chi vuole

impadronirsi di ina mentalita i un metodo: quello.della
formalizzazione, approfondendo un capitolo — il primo —.

~della logica matematica. -
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‘escludere che...
+ FALSO, uno e uno solo dei quali compete a ciascuno degli

Barbara Veit Riccioli

Enunciati: un’introduzione elementare

- Introduzione

. La logica moderna nasce da una riflessione sulle teorie ma-

~ tematiche. Questo fatto va tenuto presente per comprendere.

le sue-ipotesi di lavoro che sono essenzialmente due: (1) la
bivalenza; (2) la vero-funzionalita. :
(1) Ogni asserzione & o vera o falsa; veto e falso si oppon-
gono senza sfumature intermedie — siamo nell’ambito della
logica bivalente. Tutta la gamma di « valori di veritd » che il
linguaggio di tutti i giorni ci suggerisce con le sue: espressioni
« forse... », « probabilmente... », «& sicuro che...», «& da
» si contrae nei due soli valori VERO e

oggetti d1 cui ci occuperemo!. Se la sensatezza e lutilita di
tali sfumature nel linguaggio corrente & fuori discussione, &
altres{ vero che le scienze esatte, ed in particolar modo la
matematica, cercano proprio di elabomre proposizioni di cui
si possa stabilire senza ambiguitd se sono vere o false: il

~matematico si sforza appunto di procedere con un tale rigore

ed una chiarezza tale da poter operare questo taglio netto tra
il vero'e il falso. Se da un lato una proposizione contempo-
raneamente vera e falsa costituisce uno scandalo per il mate-
matico — e vedremo pit avanti perché? — una proposi-

zione né vera né falsa lo mette partlcolarmente a disagio, -

1 Esistono anche logiche con pid di due valon di verita, le cosiddette

logiche polivalenti, vedi per es. J.B. Rosser e A.R. Turquette Many-

valued logics, Amsterdam, North-Holland, 1952.
2 Cfr. p. 64. :
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come attesta il suo interesse per i vari risultati di incomple-
tezza e di indipendenza, risultati che'non di rado vennero a
colpire ipotesi’ pid « ottimistiche »>.

(2) E possibile scorgere in ogni discorso una struttura
logica, ciod possiamo scompotre ogni discorso in una serie di
proposizioni elementari legate tra loro da certe particelle logi-
che — i connettivi logici (anche questo termine verra chiarito
in seguito) — in modo tale che la veritd o falsitd dell’intero
discorso #non dipende dal significato specifico delle proposi-
zioni elementari, ma solo dal loro valore di verita; in altre
parole, ogni discorso della stessa struttura logica e con la

stessa distribuzione dei valori di verita delle proposizioni
elementari ha lo stesso valore di verita. Diciamo che i discorsi

da noi studiati sono -vero-funzionali. La portata di questa

seconda . ipotesi di lavoro apparira pid nettamente quando

avremo l’occasione di servircene effettivamente nell’elabora-
zione della nostra logica; ma & facile vedere che la vero-fun-
zionalitd & una caratteristica dei discorsi delle teorie ipotetico-
deduttive. ' '

Ovviamente, la bivalenza e la vero-funzionalita non sono

‘da prendere nel senso che ogni discorso- debba avere queste

caratteristiche ¢ che discorsi di altro genere sarebbero da |
‘scartare come privi di senso?. Sottolineiamo quindi ancora
‘una volta che si tratta di ipotesi di lavoro rispondenti allo -

_scopo prefisso nell’ambito di una riflessione sulle teorie mate-
‘matiche. Lo stesso fatto che .queste ipotesi possano venir
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formulate cosi esplicitamente & significativo per la logica

moderna. Ne risulta in particolare che il logico moderno non

_indaga - ulteriormente sul significato del concetto di verita;

egli non si preoccupa neanche di stabilire dei criteri per deci-

3 Pensiamo al programma -di Hilbert con il suo «non esistono
ignorabimus in matematica », programma che Godel dimostrd irrealiz-

zabile (cfr. D. Hilbert, Uber das Unendliche, trad. it. parziale in

" C. Cellucci, La filosofia della matematica, Bari, Laterza, 1967).
4 Questo atteggiamento & carattetistico del positivismo logico, cfr.

per es. R. Carnap, Uberwindung der Metaphysik durch logische - Analysis.
der Sprache (Superamento della metafisica mediante Panalisi- logica del

linguaggio), in Erkenntnis, 11, 1932.
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dere quali dei due valori di veritd spetta ad una data propo-
sizione elementare. In un certo senso, egli evidenzia solo i
meccanismi che preservano la veritd: in presenza di cérte pro-

- posizioni. iniziali egli determina quali sono le proposizioni che

risultano -vere purché lo siano le prime. Pitd precisamente, il
logico concepisce un discorso. come una proposizione P com-
posta da varie proposizioni pi, ps,... p» e cerca di determinare

+ il modo in cui la verita o falsita di P, ovvero il valore di

verita di P, dipende dai valori di verita di pi, po,..., pa e dalla
struttura logica di P, cio¢ dal modo in cui p1, ps,..., pn sono
connesse dai connettivi che intervengono in P. :

- Facciamo ora alcune precisazioni terminologiche: rispet-
“tando la nostra prima ipotesi di lavoro, cio¢ il principio della

bivalenza, prenderemo in esame’ solo proposizioni di cui hs
senso chiedersi se sono vere o false: riserveremo a queste il
termine di enunciati. Non ci occuperemo dunque di domande,

- di ordini, desideri, ecc.’. Si impone subito una prima distin-

zione tra enunciati semplici o atomici e enunciati composti o

- molecolari: chiameremo atomici quegli enunciati che non pos-
- sono essere ulteriormente scomposti in enunciati, ciod in parti

di cui ha senso chiedersi se sono vere o false. Per esempio
‘T’enunciato S ’

« Paolo & andato a Ostia »

‘¢ atomico, poiché i suoi costituenti, « Paolo », « & andato »,
«a Ostia », non sono a loro volta enunciati. Invece la pro-

posizione

« Allah & grande e Maometto & il suo profeta »

- &'tn enunciato molecolare composto dai due enunciati « Allah

& grande » e « Maometto & il suo profeta » che sono collegati
dalla particella. « e » 6,

5 .A.Ilche espressioni come «un triangolo & rettangolo » non sono
enunciati: ' non possiamo stabilire la loro veritd o falsita finché non
sappiamo di quale triangolo.si patla; li chiamiamo percid forme enun-

- ciative e li analizzeremo nel secondo capitolo del presente libro.

* 6 I1 teorema di Pitagora: « Se un triangolo & rettangolo, allora la

-somma .dei quadrati dei suoi lati & uguale al quadrato della sua base »

¢ dunque atomico come enunciato, cfr. nota 5.
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1. Lconnettivi logici
-

Cerchiamo in un primo momento di studiare il ruolo
di quelle parole o espressioni della lingua (italiana) che pet-
mettono di costruire enunciati molecolari a partire da enun-
ciaff atomici. La nostra seconda ipotesi di lavoro, la vero-
funzmnahta ci permette di limitare subito la nostra indagine:
non tutte le espressioni che legano enunciati tra loro danno
luogo ad un enunciato composto, il cui valore di verita risulta
univocamente determinato dal valore di verita delle sue com-
ponenti; riserveremo a questi il termine di conmettivo logico
e avremo ben presto l'occasione di' incontrare espressioni che
non fanno parte di questa categoria.

a) La parola « e »

Consxdenarno i seguent1 “enunciati:

“«Roma ¢ la capltale dell Ttalia e Par1g1 e la ‘capitale della
Francm ».

« Piero ha mal di denti e la luna & quadrata. »

« Tanti bambini soffrono la fame e le leggi del mercato
portano alla distruzione della frutta. »

« Il ladro ha visto la guardia ed ¢ scappéto. »

Si converra che in questi quattro casi abbiamo a che fare

con enunciati molecolari composti ognuno di due enunciati
atomici collegati dalla parola «e», 'La seconda componente.

del quarto esempio, « & scappato » non € a rigore un enun-

ciato autonomo, ma & ev1dente in questo caso, come in molti

altri che seguiranno, in che ‘modo ‘bisogna trasformare
I’esempio per ottenere effettivamente due enunciati autonomi.

Il primo enunciato & evidentemente vero, il secondo

falso. Perché & falso il secondo? Forse qualcuno dira che il
mal di denti di Piero non ha niente a che fare con la forma

della luna? Il logico & del tutto indifferente a simili incon-
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la congiunzione di A e di

gruenze di contenuto: egli vede solo valori di veritd. Poiché
la luna non & quadrata, uno degli enunciati componenti ha il
valore di verita FALSO, e percid lintero enunciato & falso.

Come regola generale abbiamo dunque: se A e B.sono enun-

ciati, allora 'enunciato « A e B» — che chiameremo anche

sia*A che B; una congiunzione & quindi falsa non appena uno

- dei suoi membn & falso.

Questo stesso principio si applica dunque. anche agli altri
esempi. Essendo effettivamente Roma la capitale d’Italia e
Parigi la capitale francese, il primo enunciato riportato &
una congiunzione di due enunciati veri e si tratta quindi di
un enunciato vero. Gli altri due esempi sono stati- scelti per

chiarire meglio il principio della vero-funzionalita: chi dice

« Tanti bambini soffrono la fame e le leggi del mercato por-

~tano alla disttuzione della frutta » vuole senz’altro esprimere
un certo stupore; egli adopera quindi '« e » in luogo di un

«mentre » o di un.«eppure ». Il suo enunciato vetrebbe di

- conseguenza contestato da parte di una persona che non condi-

vide questo stupore sobtenendo per esempio la necessitd di -
tenere alti i prezzi. Un’argomentazione del genere non muo-
verebbe da una analisi dei valori di veritd degli enunciati com-
ponenti: nessuno negherd che vi & la fame nel mondo e che
molti prodotti della terra vengono ‘distrutti — ma c’¢ chi ne
trae motivo per discutere I’adeguatezza del nostro sistema eco-
nomico alle esigenze della societd e chi pensa invece, che dubbi
del genere siano infondati. Simili disaccordi non sono analiz-
zabili sulla sola base dei valori di veritda dei due enunciati
che compongono I’esempio che stiamo esaminando. Le parole
« mentre », «eppure », « ciononostante », ecc. 707 SONo
dunque connettivi logici. Anche nell’esempio del ladro che
scappa alla vista della guardia possiamo immaginare un qual-
che testimone che contesta la veritd dell’enunciato per ra-
gioni non analizzabili in termini di valori di veritd: si sosterra
magari che il ladro & sfuggito prima che si accorgesse della
guardia, o che il motivo della fuga non era tanto la- guardia
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quanto un inquilino che aveva dato I’allarme. In-questi casi,
a mettere in causa l'intero enunciato sono i legami causali o

temporali tra gli enunciati componenti, non il loro valore di -
veritd. Per suggerire rapporti di questo genere utilizziamo pit
" volentieri espressioni come « poi », « quindi », « perché » ecc.;

anche queste parole dunque non sono connettivi logici. Ripe-

‘tiamo: un connettivo logico & un’espressione linguistica che

lega due enunciati in modo tale che risulti un enunciato la

cut verita o falsita dipende unicamente dall essere vero o falso

- dei componenti.

- Possiamo ora riassumere 11 nostro stud1o del' connettivo
« e » in-una tavola:.

Tav. 1 - Il connettivo « e »
. Valore di verita
- Valore d ita Valore di ita "
dellenunciato A | dellenunciato B || 908 ‘;;’“f“g?zg“e
VERO VERO VERO'
VERO FALSO FALSO
FALSO VERO FALSO
FALSO FALSO 'FALSO

Per mettere meglio in risalto il processo di formalizza-
zione che stiamo avviando, abbandoneremo ora la scrittura

' VERO e FALSO per i due valori di veritd; scegliamo due

simboli semplici per indicarli, precisamente 1 per il VERO
e 0 per il FALSO. Avremmo potuto scegliere anche + e —
oppure 4 e b, o insomma due simboli qualsiasi purché distin-

guibili. L’adozione di 1 e 0 & comunque la pit diffusa nei-

“manuali di logica. Anche per il connettivo « e » introduciamo

un simbolo: A. Con queste convenzioni, la nostra tavola
della congiunzione prende il seguente aspetto:
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Tav. 2 - La congiunzione

A
A - - B A)XB

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0o .

La logica di cui stiamo dando gli elementi & formale:
cid non perché abbiamo introdotto dei simboli formali nella
sua elaborazione — per questa ragione merita semmai il

titolo di simbolica’. 1l passo formalizzante & stato compiuto

all’inizio, con I’adozione dei due principi della bivalenza e

“della vero-funzionalitd. La formalizzazione viene solo ulte-
~ riormente evidenziata con l'uso dei simboli:

Patbitrarieta
nella scelta dei simboli per i valori di verita sta a indicare
che il concetto di veritd di cui ci serviamo & totalmente af-
francato da ogni presupposto metafisico o di altro genere.

.. Nell’attribuzione del valore 1 'ad un determinato enunciato,
~ogni « utente » della logica & completamente libero: il mate-

matico lo dard ad ogni enunciato dimostrabile, il fisico ad

‘ogni enunciato che: pud verificare con determinati metodi
- sperimentali, il giurista ad ogni enunciato che pud stabilire

sulla base della costituzione, il teologo si riferira alla bibbia o

al papa...; ma chi da il valore 1 ad A A B deve dare il valore 1

sia ad A che a B!

b) La parola « o »

‘Consideriamo ancora qualche esempio:

'« In Canada Paolo ha imparato l'inglese o il francese ».
« Nascera una femmina o un maschio. »

7 1 termini « logica simbolica » e « logica formale » vengono' spesso

usati come sinonimi: cfr. Agazzi [1]. (La bibliografia -di questo capitolo

e -quella del successivo sono state unificate, Pertanto i numeri tra paren-
tesi quadre rimandano ai testi elencati alle pp. 103-104.)
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« Qui si salva I'Italia o si muore. »

« A tavola, una persona educata o mangia o parla. »

Siamo di nuovo in presenza di una serie di enunciati mo-
lecolari; "gli accorgimenti per isolare ogni volta due enunciati
effettivamente aufonomi sono analoghi a quelli gia discussi
in relazione al connettivo « e ». Vediamo allora di scoprire
quale legame realizza la parola « o » tra i valori di verita del-
P’enunciato composto e i valori dei suoi costituenti. Invi-

-tiamo il lettore a prendere una matita e provare a compi-

lare egli stesso la tavola che gid abbiamo preparata per lui:

Valof_e .| - Valore _
cﬁe}l ‘;*?nti) dedll s‘éeclgrtilo Valore di verita dell’enunciato composto
membro ‘membro
Es.1 | Es. 2 | Es. 3 | Es. 4
to|
1 1]
0 1

Il secondo esempio & forse il piti semplice: di fatto, solo
due casi possono presentarsi: o nasce una femmina, e allora
Penunciatd « nascerda un maschio » risultera falso, oppure
nasce un maschio, e allora era falso ’enunciato « nascerd una
femmina ». Che entrambi gli enunciati siano veri o entrambi
falsi & semplicemente impossibile (a meno che non nascano
gemelli!). Chi pronuncia questa frase, mettiamo una giovane
donna che sta scegliendo i nomi per il primogenito, vuole
esprimere proprio  questo servendosi del connettivo « o »:
dei quattro casi logicamente possibili, due vengono dichiarati
per impossibili di fatto, cioé quello in cui entrambi gli enun-
ciati componenti sono falsi o quello in cui entrambi sono

36

veri, mentre nei due casi rimanenti, quelli in cui esattamente
uno dei due enunciati risulta vero, risulterd vero ’intero enun-

ciato, La tavola corrispondente & quindi:

Tav. 3 - « o » esclusivo (aut-aut)

4 B AyB
1 1 0
1 0 i
0 1 1
0 0 0

by

Questa tavola & caratteristica per '« o» esclusivo che

" corrisponde al latino aut-aut: bisogna scegliere — o 1’uno, o

I'altro, ma non entrambi. Il famosa detto garibaldino del terzo

esempio ne di un’altra versione; I’appassionato di letteratura

classica preferira la versione amletica: fo be ‘or:not to be —
che rende petfettamente I'idea, ma sfortunatamente non & un

" enunciato.

Esaminiamo ora il primo esempio, quello che riguarda le
esperienze linguistiche che Paolo ha fatto in Canada: se
Paolo sa al suo ritorno sia I'inglese che il francese, ha torto
o no chi aveva detto « In Canada, Paolo ha imparato I'inglese
o il francese »? Diremmo senz altro che ha ragione, poiché il
suo enunciato non escludeva affatto tale eventualitd — anzi, -
magari Paolo aveva scelto il Canada proprio per imparare en-
trambe le lingue. Su questo punto, il caso in cui- entrambi
gli enunciati componenti siano veri, questo « o » differisce
dunque da quello prima esaminato! Ved1amo gli altri casi: se

- Paolo torna sapendo solo il francese o solo I'inglese, il nostro’

enunciato sard vero lo stesso; solo se Paolo non ha imparato
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nessuna delle due lingue, diremo che quell’enunciato era falso.
Risulta cosi la tavola seguente:

Tav. 4 - « o » disgiuntivo (vel); la disgiunzione

A B 'A_VB}
1 1 1
1 0 i 1
0 1 1
0 0 0

Chiaramente, pur trattandosi della stessa espressione, « 0 »,
le tavole 3 e 4 differiscono nella prima riga: un enunciato
composto di due enunciati veri risulta falso in un caso,
vero in un altro, anche se la stessa espress1one linguistica
realizza il legame. Ebbene, questo ¢ un caso in cui la lingua
italiana — e non solo essa, — & poco precisa, Il latino di-
stingue tra il vel e Paut-aut — noi ci serviremo di due sim-
boli diversi: adoperlamo il simbolo v (che ricorda il latino

vel) quando si tratta di un « o » non- esclusivo, invece il 'sim-

bolo V per '« o» esclusivo. Torniamo un attimo sull’esem-
: p1o « Nascera una femmina o un maschio » e prendiamo sul
serio la ‘voce che malignamente aveva evocato la possibilita
che nascessero gemelli, un maschio e una femmina. Sar allora
“vero o falso I'enunciato in questione? E difficile dirlo, poiché
la mamma non conosceva le nostre. tabelle e non’ ‘ha specifi:
cato quale dei due « o » stava usando...

Dopo aver notate queste ambiguita della lingua corrente,
non ci stupiremo se ora incontriamo un terzo « o » che-il quar-
to esempio illustra, « A tavola, una persona educata o
“mangia o parla »: si considera di solito che & poco educato
chi parla mentre sta masticando — o si parla o si mangia,

Ma se uno sta in silenzio a tavola senza tuttavia mangiare?

Non gli daremo del maleducato! Si.voleva solo dire che le
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due attivitd sono incompatibili secondo i codici della buona
educazione. Questo terzo « 6 », quello che esprime 1’incom-

patibilita, ci fornisce dunque la tavola seguente:

TAv. 5 - L'« 0 » della incompatibilita

A ' B A| B
1 1 0
1 0 1
] 0 1 1
0 0 1

Scriviamo A|B se i valori di veritd di A e di B determi-
nano in questo modo il valore di verita dell’ enunciato , che ri-
sulta da una loro composizione.

" Riassumiamo:

— « 0 » esclusivo (aut-aut): vero se & vero uno é uno
solo dei due. enunciati, falso altrimenti; in simboli: AW B;
— «0» non-esclusivo o disgiuntivo® (vel), reso forse
pii adeguatamente da « o anche »: vero non appena almeno

A

uno degli enurciati & vero, falso solo se lo sono entrambi;
in simboli-A v B; ’ '

— «o» dellincompatibilita: falso se entrambi gli
enunciati sono veri, e vero in tutti gli altm casi; in simboli:

A| B

'Vorremmo far notare che il matematico usa in genere il
secondo « o », quello ‘disgiuntivo: infatti, quando dice che
l'unione di due insiemi ha per elementi tutti quegli elementi
che appartengono all’'uno o all’altro dei due insiemi, non
esclude gli elementi che appartengono ad entrambi gli in-

siemi, ovverosia alla loro intersezione. Riserveremo percid ad

. 8 Alcuni autori chiamano alternativa la composizione di due enun-

- clati con questo connettivo, cfr. per es. Casari [8], p. 29.°
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_enunciati composti di due enunciati mediante I'« 0 » dlsgmn-
“tivo il termine di dzsgzuﬂzzone in modo da avere una certa
 corrispondenza tra operazioni logiche e insiemistiche essa si
" riflette anche nei simboli pit usuali: disgiunzione (v)/ con-
© giunzione (A) — unione (U)/ intersezione (N )°.

" Speriamo di aver convinto il lettore che le analisi prece-
denti non sono prive di interesse, anche se abbiamo utilizzato
un materiale assai modesto.  L’aritmetica non prende forse le
mosse da costatazioni semplicissime come « 2 + 2 = 4»? Il
‘motivo per cui abbiamo scelto esempi elementari non & perd
solo di natura didattica; ci premeva anche di far vedere che
la logica del matematico non & diversa da quella dei « co-
muni mortali ». La matematica ~‘n_asce dalla vita quotidiana, e
cosi anche la logica del matematico. Anche se pid avanti
spingeremo la formalizzazione fino a manipolare certi -com-
plessi simbolici senza mai riferirci a quello che significano,
vorremmo che sia chiaro fin d’ora che l’astraz1one dal si-
gnificato & un’esigenza metodologlca, garanzia di tigore; ma
non si tratterd mai di un gioco pii o meno divertente. se-
condo regole imposte piti o meno atbitrariamente. Che un
tale rigore' sia .fuori posto o superfluo nella vita quotidiana,
‘non deve farci dimenticare che la. logica, anche e anzitutto

quella formale, trac la sua forza e il suo fondamento dalla.

esperienza che ognuno di noi fa con il vero e il falso ogni
giorno, Per questo la logica & applicabile. Se infatti Iideale
del logico matematico € di costruire un sistema che gli per-
‘mette di passare da una configurazione di simboli ad;un’altra
sulla base di regole prestabilite, non si vede perché questa
manipolazione di simboli dovrebbe condurre a risultati pid
attendibili di quelli elaborati con.l’aiuto della nostra intel-
ligenza ragionante, se queste regole non avessero il loro
fondamento proprio. nelle leggi del pensiero umano.’

9 La ricerca slstemanca dell’ analogla tra operazioni Iogxche e opera-
zioni insiemistiche & oggetto -del calcolo delle.classi che, nelle sue linee
essenziali; sta alla base del pensiero di uno dei pionieri della logica
matematica, George ‘Boole (cfr. G. Boole, Analisi matematica della
logica, trad. it. Milano, Silva, 1965). ‘
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gli regala una motocicletta. »

c) L'espressione « se... allora... »

Questo connettivo & pid complesso di quelli studiati
finora.. Intanto, a differenza di questi, occorrono due parole
per esprimerlo; ecco perché dobbiamo definire un connet-
tivo come « espressione » € non semplicemente come « pa-
role ». Anche il posto che prende questo connettivo nell’enun-

~ciato composto & diverso dai casi che abbiamo prima incon-
~ trati, dove il connettivo veniva collocato #r2 i due enunciati

da congiungere. Si.converrd perd che queste sono difficolta
apparenti. Se sostituiamo i puntini in « se..., allora...» con

,enunc1at1 otteniamo ancora un enunciato, Resta da vedete

se e come il valore di verita di un enunciato siffatto viene

determinato dai valori di veritd dei suoi componenti.

Vediamo dunque di nuovo qualche esempio:

«Se 13 divide 3.444, allora 26 divide 6.888 ».

« Se’ Marco ‘supera il prossimo esame, allora suo padre
« Se debbo andare in URSS, allora mi occorre un visto. N
« Se hai ragione~ tu, allora io sono Ilmperatore deﬂ

‘Clna »

 « Se 8 divide 100 allora 8 divide 200. »
- « Se la temperatura supera i 100 gradi, allora il matenale

~sub1sce alterazioni. »

Invitiamo di nuovo il lettore a mettersi al lavoro egh

; stesso > per r1emp1re la tavola qux 50tt0. tracc1ata

‘ ' Se A, zillo;a B.
A B T — ‘
Es.1 | Es.2 | Es.3 | Es.4 | Es.5 | Es. 6
1 ,
1 0
0 1
0 0
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Pensiamo che tutti avranno riempito la prima riga con 1 e
la seconda-con 0. Usando « se... allora...» si vuole appunto dire
che, se la prima cosa & vera, lo & anche la seconda: si nega
che possa essere vera la prima e falsa la' seconda; diciamo che
un’implicazione & vera se sia antecedente che il conseguente
sono veri, falsa invece se, pur essendo vero l'antecedente, il

conseguente. & falso. Nessun problema dunque finché lante— 4

cedente ¢ vero, :
Ma se lantecedente & falso? Prendlamo subxto 11 primo

“esempio: I'antecedente ¢-falso, 13 .non divide affatto 3.444;
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‘eppure qualcuno ragionera cos: A
©3.444, poiché 6.888 ¢ il doppio di 3.444 e 26 &

se fosse vero che 13 divide
il ‘doppio di
13, sarebbe anche vero che 26 divide 6.888. ,

Potremmo anche riferirci al principio pit generale se--
condo cui, se x divide y, allora 2x divide 2y, qual che siano
i numeri x e 1. Abbiamo dunque un’implicazione vers con
antecedente e conseguente falso. Passiamo al prossimo esem-

pio: « Se Marco supetra il prossimo esame, allora suo padre
gli regala una motocicletta ». Supponiamo di nuovo che I'an-
“tecedente sia falso: Marco viene bocciato dll’esame in que-
“stione. Vi sono allora due poss1b1hta
. motocicletta lo stesso, 0 non la ‘riceve; pud darsi che il
- padre rimandi il regalo fin quando Marco ha migliori risul-
tati, pud anche darsi che il padre non si ritenga vincolato nella
- sua generosita dai successi scolastici di suo figlio. In presenza

o Marco riceve 1la

di un antecedente falso, il conseguente & dunque « libero »

di prendere uno qualunque dei due valori di veritad senza com-

promettere la verita dell’intero enunciato: wn’implicazione &
sempre vera, a meno che Uantecedente sia vero mentre il conse-
guente & falso. La tavola corrispondente - si presenta dunque
come la tavola 6.

Utilizzeremo il simbolo —> se il valore di verita di un
enunciato composto dipende in questo modo dai valori di
verita degli enunciati che lo compongono e lo chiameremo,
come g1a detto un’implicazione.

10 Cfr. piti avanti, p. 48.

‘quando si usa il « se... '
- di ‘una certa artificiosita quando si prendono ‘in considera-
~zione implicazioni con antecedenti falsi:

‘tu, allora io sono l'imperatore della Cina ».

TAv. 6 - L’implicazione -
A B A->B
1 1 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1

Molti lettori saranno rimasti un po’ petplessi per queste
analisi; cercheremo in seguito di chiarire e-dissipare i motivi
di questa impressione. Il terzo esempio & stato riportato per
illustrare una situazione che si incontra molto frequentemente .

allora... » e che da ragione a chi risente

mettiamo che Paolo -
si presenta ad uno spostello del ministero degli esteri e dice
allimpiegato: « Ho saputo che occotre un visto se.si vuole

' andare in URSS. E vero o & falso? ». L’impiegato rispondera
senz’altro:

« E vero: non pud entrare nell'Unione Sovietica
senza visto ». Se poi Paolo insiste: « Ma se zox voglio andare
in URSS? »; con ogni probabilita, I'impiegato gli indichera
allora 1usc1ta! Infatti, nella vita quotidiana, il « se... allora... »

N

si usa generalmente solo quando l’antecedente & vero. Ciog,

di solito non si tengono presenti tutti i quattro casi logica-
mente possibilt, ma solo i due casi in cui I'antecedente. &

~ 'vero. Lo studio di un’implicazione con antecedente falso.com-

porta dunque una certa artificiositd. Per questa ragione ab-
biamo affiancato I’esempio matematico citato per primo con
un altro esempio, tratto questa volta da un contesto pid

familiare, e nel quale I'impiego di un antecedente falso & in- -

vece perfettamente adeguato alle circostanze: « Se hai ragione
Un enunciato
simile viene rivolto ad una persona cui si vuole far capire
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indirettamente che ha torto; questo scopo viene raggiunto
traendo dall’assunzione del contrario una conclusione assurda:
« Io sono l1mperatore della Cina». La scelta di un conse-
guente falso & in questo caso dunque un modo efficace per
mettete in rilievo la falsitd dell’antecedente. Di questo uso
del «se... allora...» si possono trovare numerosi esempi; del
‘resto, il lettore non avra difficoltd a riconoscere in questa
versione della implicazione il principio della dimdstrazione
per assurdo L.

In un 1mpl1ca21one vera, la falsita del conseguente com-
porta dunque la falsitd dell’antecedente, in petfetta conformita
con la tavola 6. Ma molte volte, 'uso del «se... allora... »

sottintende che la falsitd dell’antecedente -comporti anche la

falsita del conseguente; quest’atteggiamento non & pero com-

patibile con la nostra tavola: ad un enunciato del tipo «se -
A, allora B » viene cosi assegnato il valore 0 se A & falso e B~

‘vero. Sarebbe questo il caso di Marco qualora si aspettasse
di non ricevere pid la motocicletta dal momento che ha man-
cato I’esame. Anche a proposito dell’ultimo- esempio: « Se
la temperatura supera i 100 gradi, allora il ‘materiale subisce
alterazioni » ' possiamo. immaginare una situazione analoga:
una massaia legge quest’enunciato in una istruzione di lavag-

gio e conclude che:in un bucato con acqua tiepida il tessuto

non si rovinerd. In questi casi, il buon senso suggenrebbe
dunque pluttosto la tavola seguente'

- Tav. 7 - L’equivalenza‘-logz’ca « se e solo se»

A ‘B A« B
1 1 1
, 1 0 0
0 1 G
0. Y 1

11 Cfr. anche'p. 61.

“ 3

Questa tavola - differisce dalla tavola 6 nella terza riga:
I'enunciato composto risulta falso se il primo costituente &
~ falso e il secondo & vero. La tayola 7 si pud cosi riassumere:
P’enunciato’ composto & vero se e solo se i valori di verita
~ delle sue componenti coincidono;. il logico parla in questi
casi di equivalenza logica e usa piuttosto « se... e solo se... »
- per distinguere la struttura logica di enunciati siffatti dalle
implicazioni. Il simbolo che viene solitamente impiegato per
questo ultimo connettivo & il seguente: <>,

Ora, non esistono istruzioni di lavaggio redatte in termini
di «se.. e solo se..», né padri che promettono regali in
- termini di equivalenze logiche. Nella vita quotidiana succede
raramente che si parli con quella neutralitd, con quella cate-
- goricitd che esclude qualunque significato sottinteso e si presta
quindi ad un esame della struttura logica che tenga conto uni-
" camente dei valori di veritd dei componenti di un enun-
ciato, La lingua di tutti giorni si pud permettere il lusso di
usare i connettivi in modi diversi, poiché dispone di tante
risorse come [lintonazione, il contesto, il rapporto umano
‘tra gli interlocutori ecg:, che chiariscono la situazione logica
meglio di ogni tavola di veritd (cosi si chiamano le tavole
. che abbiamo elaborate). Difatti, se un enunciato come « Se
la temperatura supera i 100 gradi, allora il ‘materiale subisce
- alterazioni » fosse scritto, invece che in un’istruzione di la-
. vaggio, su un foglio di ana1151 da laboratorio, si esiterebbe
probabﬂmente ptima di concludere che il materiale non viene
dannegglato se lo si espone a temperature inferiori ai 100 ~
gradi, e cid perché da un contesto pratico siamo passati a
~un contesto scientifico. -

11 lettore abituato al ragionamento matematlco non avra
-dlfflcolta a rendersi conto che la differenza tra Iimpli-
cazione e lequivalenza logica & fondamentale nei contesti
' matematici: molte volte sorge la domanda se vale anche I'in-
verso di un teotema, se, ciog, oltre a «se A, allora B » vale
anche « se B, allora A ». Per esempio, si ha sia « Se x divide
y, allora 2x divide 2y » che « Se 2x divide 2y, allora x di-
vide y ». Invece vale « se x divide y, allora x divide 2y », ma
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non « se x divide 2y, allora x divide y » come dimostra ’esem-
pio x = 8 ey = 100: 8 non divide 100, eppure 8 divide 200.
Quest’ultimo esempio ‘illustra assai bene come sia sbagliato
concludere da « Se A, allora B » a « Se non-A, allora non-B »,
e che invece un’implicazione con antecedente falso & vera an-
che se il conseguente & vero.

I logici del medioevo hanno formulato un semplice detto
che riguarda le implicazioni con antecedente falso Ex falso
sequitur quodlibet. Questa & forse la migliore “giustificazione
del principio qui. adottato. secondo cui un’implicazione con

antecedente falso & sempre vera. Il motivo per cui il senso co-

mune dimostra una certa reticenza di fronte ad implicazioni
siffatte risulta forse pi chiaro adesso: la falsitd dell’ante-
cedente fa si che non possiamo concludere niente.
Un’ulteriore difficoltd  circa. l'uso del «se... allora... »
viene senz’altro dal fatto che spesso si sottintende un legame
di natura causale tra due enunciati cos{ collegati, Abbiamo
gia detto che il nostro interesse & rivolto unicamente ai valori
di verita degli enunciati, e questi" non possono rendere conto
~di'simili rapporti tra i significati delle varie componenti del
discorso. Per questa ragione, anche due enunciati completa-
mente  eterogenei possono essere uniti in un’implicazione, e
non ci meraviglieremo di esempi come « Se i gatti hanno le

ali, allora 2 +2 = 5». Anche se quest’enunciato non ¢&

molto sensato, il logico & disposto. ad assegnargli il valore di
verita 1. Si da il caso che enunciati del genere si trovano “solo
nei manuali di logica, mentre nessun « comune mortale »
dice mai un simile nonsenso, Il lettore potra trarne conclu-
sioni disastrose circa la « comune mortalitd » dei logici; lo
preghiamo comunque di non fondate i suoi dubbi sull’ade-
guatezza del concetto di veritd qui elaborato su esempi del
genere. ' :

Un’implicazione & particolarmente paradossale quando ¢
formata a partire da due enunciati i cui valori di verita sono
gia conosciuti, come succede per esempio quando qualcuno
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sta in pieno sole su una strada asciutta e ne trae motivo per
affermare che D'enunciato « Se piove, allora la strada & ba-
gnata » & vero. Del resto, le stesse perplessita di presentano di
fronte ad un enunciato come « Questa persona & un uomo
o una donna » quando si tratta visibilmente di una donna.

Cerchiamo di comprendere bene a che cosa sono dovute
queste perplessita! Ogni enunciato atomico ha in ogni circo-
stanza — almeno teoricamente — un ben determinato valore

" di veritd, e la veritd o meno di un enunciato composto &

funzione di guesti valori: nel momento in cui viene pro-
nunciato, I’enunciato composto & o non & vero, secondo la

~/ particolare combinazione in quel momento dei valori di verita

degli enunciati -atomici che lo compongono, Come dice Witt-
genstein nel suo Tractatus logico-philosophicus: « 1’enunciato
& lespressione del suo accordo o disaccordo con i valori di
verita degli enunciati atomici » (4.4). Ora, 1’accordo di un
enunciato del tipo « Se A allora B-» si verifica in tre occasioni:
pud essere che A e B sono entrambi veri, o che A & falso e B
vero, o infine, A e B possono essere entrambi falsi; anche per
un enunciato del tipd « A o B » abbiamo trovato pit di una
situazione nella quale sussiste un simile accordo. Dalla verita
" di un enunciato composto non seffipre possiamo dunque risa-
lire con precisione alla veritd o meno degli enunciati che
lo compongono. Wittgenstein osserva a questo proposito:
« Le condizioni di veritd di un enunciato determinano il mar-
 gine che I'enunciato lascia ai fatti » (4.463)12. I motivo delle
- nostre perplessitd si potrebbe quindi spiegare dicendo che
abbiamo  citato degli enunciati che lasciano « troppo » mar-
‘gine ai fatti cui attualmente si riferiscono. :
Situazioni come quelle sopra citate non costituiscono certo
-il miglior banco di prova per sperimentare I'adeguatezza dei
nostri connettivi nella descrizione del mondo: la realtd che

127] Tmctatu: ¢ pubblicato in trad. it. da Einaudi, Tonno 1964
‘(la traduzione riportata qui- e altrove nel testo & comungque nostra)
-Osserviamo per inciso che Wittgenstein chiama « condizioni di verita
di un enunciato'» quelle combinazioni di valori di verith delle compo

nenti atomiche-che rendono vero l'intero enunciato.

'
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cerchiamo di captare attraverso i nostri discorsi varia, e la
~ descrizione di singole situazioni non & che il punto di partenza
~ per cogliere una pluraliti di situazioni in evoluzione, Riesami-
‘niamo allora I’enunciato « Se piove, allora la strada & ba-
- ghata » in questa prospettiva. Di solito, diciamo che questo
enunciato & vero, non gid perché abbiamo controllato la situa-
zione meteorologica e lo stato della strada prima di pronun-
ciarlo, ma perché ce lo insegna l’esperienza: in innumerevoli
occasioni abbiamo verificato che ‘singoli enunciati del t1po
« Se piove qui e adesso, allora qui e adesso la strada @&
bagnata » erano veri. In termini pid  formali, abbiamo la
seguente esperienza: . il valore di veritd di « piove » cambia
da un’ora all’altra e da un luogo all’altro e lo stesso avviene
per il valore di veritd di «la strada & bagnata »; ma, che
brilli il sole, o che piova, che la strada sia asciutta o bagnata
- il valore di verita di « se piove, allora la strada & bagnata »
& sempre e dovunque 1: non incontriamo mai una situazione
nella quale piova mentre la strada rimane asciutta. Conside-
razioni analoghevalgono del resto per un enunciato del tipo:
« 'Questa persona ¢ un uomo o una donna ». Anche nel nostro
primo esempio di implicazione: « Se 13 divide 3.444, allora
26 divide 6.888 » ci eravamo riportati a tufti gli enunciati
del tipo «'s¢ x divide y, allora 2x divide 2y », dove a x e a 9
sono da sostituire particolari numeri. Solo in relazmne a tutti

questi enunciati, la scelta del «se... allora...» appare giu-

stificata; difficilmente verrebbe scelto proprio questo connet-
tivo da parte di-una persona che gid sa che ‘13 non divide
3.444, Analogamente, & perché a chiungue voglia recarsi in
URSS occorre un visto che una determinata persona dice:
~«se io debbo andare in URSS, allora i occorre un visto ».

Se dunque gli enunciati sopra citati lasciavano « troppo
margine » ai fatti, se vengono riferiti ad una particolare situa-
zione, essi circoscrivono in maniera significativa il margine
entro il quale varia una pluralita di fatti, Accade spesso che
~un’implicazione” unisce solo formalmente due enunciati ato-
mici che si riferiscono ad una precisa situazione attuale,
~mentre il riferimento ad una pluralitd di situazioni variabili
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‘¢ presente 'implicitar'nente ed & il motivo pet cui proprio

questo connettivo & stato scelto. Occorrono tuttavia nuove
tecniche per rendere esplicito il' modo in cui ci riferiamo ad
una totalitd di fatti per determinare al suo interno il margine

" che il discorso lascia, non a fatti singoli, ma alla loro varia-

zione. Non. dimentichiamoci che la logica degli enunciati non
& che il primo capitolo della logica; facciamo solo i primi passi

 verso una logica che sappia cogliere tutta la variabilita che

il discorso pud esprimere: dobbiamo trovare il modo di ana-
lizzare i vari parametri dai quali dipendono i cambiamenti

‘dei valori di veritd che finora abbiamo osservati solo « da
fuori », senza entrare nella struttura interna degli enunciati 13

gl ruolo della logica degli enunciati & comunque fondamentale

“anche se pii avanti disportemo di strumenti di analisi pid.

raffinati, in definitiva ci ricondurremo sempre ad un esame dei
valori di veritd di ehunciati atomici collegati mediante con-
nettivi; la veritd o falsitd di un discorso che si riferisce ad
una pluraltd di situazioni verrd ricondotta alla verifica .di ogni
singola situazione che_fa parte di questa pluralita.

'

d) La parola « non »

" La negazione, fondamentale per ovvie rag10n1 puo venir.
descritta molto facilmente con i mezzi di cui ora disponiamo:
1a negazione di un enunciato vero & falsa, la negazmne di un
enunciato falso ¢ vera. La cortispondente tavola & dunque_
presto fatta:

i Tav. 8 - La negazione

A ‘-1.A
1 0
0 1

13 Cfr. il secondo cai)itolo, dedicato alla logica dei predicati.
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Scriveremo 1 A \(a{ parole: « non-A ») quando avremo a
che fare con la negazione di un enunciato A. Il lettore non
avra difficoltd ad elaborare numerosi esempi. Potra sembrare
impropria 1'applicazione del termine connettivo a questo ope-

ratore logico, poiché la negazione agisce su un solo enunciato:
non connette due enunciati tra loro come facevano i connet- .

tivi finora incontrati. La terminologia logica include comunque
anche la negazione tra i connettivi; volendo, si. potra specifi-
care che si tratta di un connettivo monoargomentale,

2. Le funzioni di verita

Abbiamo definito i connettivi logici come quelle: parti -

del discorso che permettono la costruzione di enunciati com-

posti a partite da enunciati pid semplici. Guardando perd un
po’ da vicino alcune espressioni linguistiche di questo tipo,
ci’ siamo accorti che una stessa espressione linguistica puo,

secondo il contesto, assumere diverse funzionilogiche. Ma,
dal momento che la logica si propone appunto di stabilire i

criteri per la veritd o falsitd di un discorso indipendentemente
_dal significato particolare degli enunciati che lo compongono, -
‘occotre distinguere le varie funzioni logiche che il Jinguaggio
affida ad una stessa espressione. L’elaborazione di varie tavole i
di verita, che illustrano come un enunciato composto dipende -
‘dai valori di veritd dei suoi componenti secondo il connet-

tivo usato per la composizione, ci & parso un valido strumento

nella nostra analisi. Vedremo nel seguito come lutilizzazione
sistematica di simili tavole permette di affrontare molti

problemi logici mediante un vero e proprio calcolo.
Consideriamo per cominciare il seguente ragionamento:.

(1) « Se il Milan vinceva la partita contro la Juventus,
rimaneva campione d’Italia. Ma invece il Milan & stato scon-

fitto, e quindi ha perso il titolo ».
Indichiamo con A l’enunciato « il Milan vinceva

campione detalia ». L’enunciato (1) prende allora quest
fq_rma: [(A—>B)A (11 A)]—> " B. |
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- la partita.
‘contro la Juventus », e con B I’enunciato « il Milan rimaneva:
. >

Seconc\lo la tavola di veritd per I'implicazione, questo ragio-
‘namento ¢ corretto se e solo se non si verifica mai che sia
vero l’antecedente di (1), cioé (A —> B) A (71 4), pur essendo
fz'alsc? il conseguente, cioe =1 B. Nel caso specifico, falso —1 B
significa: B & vero: il Milan rimaneva campione d’Italia;
vero (A= B) A (71 A) significa che intanto & vero (1 A),
~poiché" si tratta di una congiunzione: il Milan non vinceva
'dunque la partita contro la Juventus. Ma dev’essere anche
vero A—> B, ciog, se il Milan batteva la Juventus, rimaneva
ca}mpione d’Italia. Ora, ‘questo & possibile, & una questione
di punti: se il Milan aveva un vantaggio sufficientemente
‘grande da potersi permettere anche una sconfitta senza pet-
‘fiere il titolo, vale a pid forte ragione che rimaneva campione
in caso di vittoria. Comunque, dalla sua sconfitta non segue
‘necessatiamente che abbia perso il titolo. Il ragionamento che
stiamo analizzando riproduce esattamente quello sbaglio che
4 suo tempo avevamo spiegato con la tendenza di concludere
dalla falsita dell’antecedente di un’implicazione alla falsita
-del conséguente. - :

Sarebbe invece stafo corretto quest’altro ragionamento:

- (2) «Se il Milan vinceva la partita contro la Juventus,
‘timaneva campione d’Italia. Ma invece ha' perso il titolo
'fiungui }ia subito una sconfitta o ha solamente pareggiato »:
in simboli: '

SO (A By A (1 B)] > A

Qui si conclude dalla falsita del conseguente alla falsita del:
’yantecedente dell'implicazione: A —> B: se B & falso, se cioe
‘1‘ Milan perdeva il titolo, perché sia anche vero (A -> B)
occorre che anche A sia falso, cio¢ che il Milan non .vinceva:
la partita. A falso e B falso ¢ dunque condizione necessaria
e sufficiente affinché la congiunzione [(A— B) A (71 B)],
: he figura da antecedente nella implicazione (2), sia vera. In’
_tagl“caso, il conseguente di (2) & necessariamente vero. Quin-

i, (2) non pud essere un’implicazione falsa, poiché per questo

ovtemmo trovare il modo di rendere falso il conseguente pur
ssendo vero P’antecedente, ' R
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Invece di fare queste considerazioni piuttosto complicate,
possiamo eseguire un semplice calcolo, servendoc.1 delle tavole
di verith: prepariamo una tavola con quattro \1'1g1.1e, una per
ogni possibile combinazione dei valori .d1 verita .d1)A e di B.
Valutiamo poi, per ogni tale combinazione, le smg.ol\e espres-
sioni che compaiono in (1) e in (2) in conformitd con le
tavole di veritd dei vari connettivi che intetvengono. Se pro-
cediamo in .questa valutazione dall’interno delle parentesi
allesterno, avremo da valutare di volta in volta solo espres-
sioni  nelle quali il connettivo si applica ad argomenti gia
valutati:

A B ~4 | 2B | 45B |A-BA4
11 0 0 1 0
10 0 1 0 0
o 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1
L .
@) S @ @

Nelle prime due colonne presentiamo le quattro combina-
zioni dei valori di verita di A e di B; le due.colonne succes-

sive vengono calcolate in conformita con la tavola di —1 a par-

tire dalle prime due colonne. La colonna (c) si ottiene d,all_e:c‘o,-‘
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. - - ' R
(A—>B)A— B | [(A—>B)A—Al—>—B | [(A—->B)A—1Al—>4 |
0 1 1
0. 1 1
1 , 1 { 1
R T ) (@

lonne di (a) tenendo presente la tavala di verita di —>. Per

~calcolare la colonna (d) si confrontano la colonna (¢) e la
- prima delle due colonne di (%); analogamente si ottiene la co-

~lonna (e) dalla colonna (¢) e dalla seconda colonna di (4),
rispettando le regole che governano I'uso di A.iInfine, (f) e
(g), che non sono altro che la valutazione di (1) e di (2), si
calcolano sulla base della tavola di = confrontando la co-
lonna (d) con la quarta, risp. la colonna (e) con la terza.
~_Le prime volte sard un po’ lungo effettuare questi calcoli,

- ma facendo pratica si andrd pid veloci. Comunque, la loro

esecuzione & puramente meccanica, non c¢’® nessun bisogno di
un esperto di calcio per portarli a fine. Anzi, non- abbiamo
tenuto nessun conto degli enunciati A e B che facevano parte
del nostro breve discorso. Questo significa dunque che,
quali che siano gli enunciati A e B, un enunciato della, for-
‘ma (1) non & sempre vero, mentre un enunciato della
forma (2) & sempre vero. In altri termini, se, nell’espressione

ry (p—>q) A1 pl—>"1g

“sostituiamo p e ¢ con dye enunciati, allora si ottiene un enun-
ciato vero solo in alcuni casi, mentre nell’espressione

@ = an gl

ogni sostituzione di p e ¢ con enunciati da luogo ad un enun-

ciato vero. La giustificaziofie & questa: interpretiamo A, -1,
e —> come operazioni eseguite sui simboli 1 e 0 in confor-
mitd alle rispettive tavole; allora la (2’) rappresenta una

' funzione a due argomenti che qui abbiamo rappresentati con
. le lettere p e g, che assume costantemente il valore 1, mentre
la (1’) rappresenta una funzione che assume il valore 1 salvo

nel « punto » (p, g) = (0, 1) (vedi la terza riga della tavola
di-valutazione sopra elaborata. Sulla nozione di funzione, cft.

il par. 4.1 del capitolo seguente). ;

Ora, & facile vedere che ogni discorso che soddisfa le' no-

~stre due ipotesi di lavoro, la bivalenza e la vero-funzionalita,
- determina una simile funzione, che chiamiamo percid la
funzione di verita associata al discorso: per prima cosa asso-
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ciamo ad ogni enunciato atomico che interviene nel discorso
un certo numero naturale #. Scriviamo p. al posto dell’enun-
ciato con il numero #. Ogni volta che incontriamo un enun-
ciato composto, mettiamo il simbolo del connettivo adatto
tra i segni adottati per rappresentare le sue componenti e
mettiamo tra parentesi il complesso simbolico cosi ottenuto.
Vedremo tra breve che i connettivi finora studiati sono suf-
ficienti per rendere conto di ogni situazione logica che si
possa incontrare. A questo punto non ci resta che da calco-
lare una tavola di veritd pid o meno .complessa, secondo il
numero degli enunciati atomici ‘che compaiono nel ‘nostro di-
scorso. Se il risultato di questi calcoli & sempre 1, quali che
siano 1 valori di veritd che associamo a pi, ps,..., Ps, il nostro
discorso & sicuramente vero. Se invece vi sono combinazioni
di valori di verita che danno il risultato 0, occorre controllare
se una situazione del genere si pud verificare nel nostro con-
testo, poiché cid significherebbe che il discorso non ¢ corretto
logicamente. S
 Una funzione di veritd & dunque nient’altro che una fun-
zione che ha per argomenti certe combinazioni di valori di-
verita, ciod certe successioni finite dei simboli 0 e 1, e che
prende i suoi valori nell’insieme {0, 1} che ha per elementi-
i soli simboli 0 e 1 che sono i valori di veritd. La logica si
_presenta dunque a questo punto sotto la veste della teoria delle
funzioni finitarie di un insieme con due elementi in se stesso!
Infatti, abbiamo scelto i simboli 0 e 1 arbitrariamente: quindi
non ha nessuna importanza che si parli dell'insieme {0, 1}:0
di un qualunque altro insieme, purché abbia esattamente due
elementi. Diciamo che si tratta di funzioni finitarie, poiché
‘supponiamo ragionevolmente che i nostri discorsi abbiano una
lunghezza finita, e cid implica che solo un numero finito di
‘enunciati atomici intervengono in essi. Un discorso determi-
nerd in particolare una funzione binaria, se due sono gli enun-
ciati atomici- che vi compaiono; un discorso che consiste di
un solo enunciato atomico o di una sola negazione di un enun-
ciato “atomico, o nel quale compare comunque un solo enun
ciato atomico, come per esempio il « discorso »: « Piove e |

54

plove o non piove » determina una funzione unaria; analo-
gamente diciamo che la funzione di verita di un discorso &
:emarza-sg intervengono tre enunciati atomici e cosf via,
Occupiamoci- ora del problema al quale si accennava
poco fa: sono i connettivi finora studiati sufficienti per tra-
scrivere ogni discorso nella maniera sopra descritta? In altre
p,arc?le,_ possiamo rappresentare ogni funzione di veritd, ciod
ogni funzione finitaria da un insieme con due elementi,in se
stesso, come composizione delle funzioni associate ai connet-
tivi finora incontrati? L'equivalenza delle due domande &
una conseguenza del principio di vero-funzionaliti: se la verita
0 f_als%té- di un discorso dipende solo dai valori-di verita degli
enunciati atomici, e non dal significato di questi, saper descri-

vere la struttura logica di ogni- discorso &:la stessa cosa che

conoscere ogni funzione di verita,

" Ved.larpq dunque intanto quante sono le funzioni unarie
da un insieme con due elementi in se stesso: il loro elenco
¢ presto fatto, poiché ne esistono esattamente quattro che si -

possono descrivere cosi:

TAV. 9 - Le quattro funzioni di veritd unarie

fx fz f3 ‘ f4
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0

Conosciamo gia fs: non & altro che la funzione associata

:al.la negazione. Ma conosciamo anche f,: & questa la funzione
,dl.veleta associata ad ogni discorso che consiste in un solo
enunciato atomico, poiché allora il valore di verita dell’intero

« discorso » coincide con il valore di veritd della sua unica
componente.,

Pud sembrare che fi e fi sono funzioni molto banali:

quale’ che sia il valore di veritd dell’unico enunciato atomico

he compare n.,el c!lséors"o, il discorso cui si associa f, & sempre
€to, mentre il discorso, cui si associa fs & sempre falso! Ve-
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dremo che questi discorsi sono invece esttemamente im-

‘portanti.
Se A & ¢ un enunciato, un discorso che ha f come funzione

di verita &
& falso e se A & falso, non-A & vero, almeno uno dei membti

della d1sg1un21one ¢ sempre vero, dunque la funzione di veritd
di A o non-4d & proprlo la fi. Cid significa che nella nostra |

‘logica vale il principio del terzo escluso: non pud essere che
né A né non-A siano veri. Un altro esempio di « discorso »
con f1 come funzione di veritd & questo: non-non-A' se e solo
se A: la-doppia negazione equivale all’affermazione.
Vediamo ora un discorso che ha fis come funzione di
veritd: sia di nuovo A un qualunque enunciato atomico, &

facile vedere che ad « A e non-A » va associata la fs. Questo

significa. che nella nostra logica wvale il principio della #on-

contraddizione: la contraddizione per eccellenza, l'affermazione

contemporanea di un enunciato e della sua negazione, non &
mai vera.

' Oltre a scoprire che questi pr1nc1p1 1og1c1 sono validi

" nella nostra logica, abbiamo cos{ visto che sappiamo descmvere‘,
tutte le quattro funz1on1 d1 veritd unarie con i mezzi di cui

dlspomamo

Prosegmamo' Quante sono le funzioni binarie da un
il lettore:

funzioni di wveritd

insieme ‘con” due elementi in se stesso? Sono 16:
verificherd facilmente che esistono 22"
#-arie; per # = 4 dovremmo gia studiare 65.536 tali fun-
zioni! Fortunatamente, un risultato della teoria delle funzioni
~di verita stabilisce che, in un certo- senso, le abbiamo 'gid tutte

studiate: ogni funzione di veritd, quale che sia il numero dei
suoi argomenti, si- pud ottenere componendo la negazione ‘con’
la congiunzione; o piuttosto le funzioni di veritd ad esse

associate. Vediamo come si pud ottenere questo risultato,
~almeno per il caso delle funzioni di verita binarie. Dietro
questo r1sultato tecnico si nascondono infatti tante legg1
. ‘loglche :

14 Cfr. per es. Quiné [4], cap. 1, 2.
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& per esempio A o.non-A, infatti se A & vero, non-A

Ecco la tavola di tutte le funzioni di veritd binarie:

Tav. 10 - Le sedici funzioni di verita binarie

_ng<'g4$léa<*>"’\‘-|'\'/ gu| gua| gx3|grs | grs| g6
1 1 |[1|1f{1|{1|1|1{1|1|o|o]o]olololo]|o
1 0 1|t1|1{1{olojojo|1|1]|1(|1]0]/0]0]0
0 1 1|1(0(0|1|1]|0|0|1|1|0]O0|1|1]0]0O:
0 0 1|0{1jof1|o|1|o|1|of1|o|1]0]|1]0O

-Abbiamo riportato il 51mbolo a suo tempo - 1ntrodotto per
i connettivi che gid conosciamo sulla colonna che riassume la
corrispondente ' funzione di veritd. Abbiamo invece indicato
con g1, gs,..., g16 le funzioni corrispondenti a connettivi finora
non discussi. Il simbolo sulla terza colonha richiede forse
- qualche spiegazione: mentre nella quinta colonna si trova la
funzione di verita associata ad un enunciato del tipo A — B,
la terza colonna viene associata ad un enunciato del tipo
- B—> A, come ¢ facile verificare. Cominciamo la nostra opera
di riduzione: vediamo che, delle sedici funzioni, quelle che
-compaiono nelle ultime otto colonne possono esprimersi me-
diante quelle che compaiono nelle prime otto colonne pit
" la negazione. Prendiamo per esempio la nona colonna, asso-
ciata al simbolo |, ciog all'« o» della incompatibilitd: essa
si. pud ottenere a partire dalla ottava colohna scambiando.
‘tutti i simboli, cio® scrivendo 0 dov’era un 1, e1 dove era 0.
Ora, questo modo di scambiare i simboli equivale a comporre
“la funz1one originale con la negazione (per esattezza si do-
vrebbe dire « con la funzione associata alla negazione »), poi-
ché questa fa appunto corrispondere 1 .a 0 e viceversa. Quel
che sembra un gioco formale traduce un fatto degno di inte-
_resse: I'incompatibilitd equivale alla negazione della congiun-
~zione. Nello stesso modo si verifica che la negazione dell’equi-

Ll
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valenza logica & I'«o» esclusivo ciot «non{A se e solo
se B)» equivale a « A o B, ma non entrambi », in simboli:
-1 (A< B)e AVB.

Rimane da vedere come le prime otto funzioni si possono
esprimere mediante la sola negazione e la congiunzione. Non
entriamo nei dettagli di questa discussione — il lettore volen-:
teroso potra del resto verlflcarlo mediante il calcolo Facciamo.
soltanto -notare che :

a) equivalenza logica si ottiene componendo Ixmphca~
zione con la congiunzione; cid non & sorprendente, se ci ricor-
diamo che l'equivalenza logica si esprime nel connettivo « se...

e solo se »; per questa ragione la si chiama anche doppia
' zmplzcazzone e il simbolo « rende bene quest 1dea Precisa-
mente, si ha che

A< B equlvale a (A-—->B) A (B—A).

b) a sua volta, llmphcazmne viene ricondotta alla con-
g1unz1one e alla negazione in questo modo: A -> B equivale
a —1(A A1 B), che comsponde all’espressione « non A sen-
za B »; infatti, 'implicazione & vera se e solo se non ha un
antecedente (A) vero mentre il conseguente (B) & falso. Illu-
striamolo con un esempio: « Se Paoclo &-in casa, -allora la
luce & accesa » & vero se e solo se lo & l'enunciato: « Paolo
non & in casa senza che la luce sia accesa ». _

¢) la riduzione della disgiunzione alla congiunzione e
la negazione avviene mediante le cosidette leggi di De Morgan
secondo le quali si ha:

AVBe (1 AAT1B)
eAA‘Be—l(ﬂAVﬁB),
quah che siano gli enunciati A e B.

Sia detto per inciso che il numero dei connettivi « primi-
tivi » spud essere ulteriormente ridotto: '« 0 » della incom-
patibilita da solo & sufficiente per esprimere tutti gli altri

connettivi 1. Si vede dunque che vi & una certa arbitrarietd

15 | si chiama loperatore dz $beffer per ulteriori dettagli cfr.

Qume [4]1.
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nella scelta dei connettivi primitivi: avremmo anche potuto
esprimere la congiunzione mediante la disgiunzione e la nega-
zione grazie alla seconda legge di De Morgan e avremmo cosi

“ottenuto un Sistema dove —1 e 'V sono primitivi. Invece di
- esprimere gli otto connettivi la cui funzione di veritad & ripor-

tata nella meta destra della tavola 10 come la negazione dei
primi otto, avremmo potuto scegliere la strada inversa: espri-
mere gli ultimi come la negazione degli altri. E chiaro che
un sistema molto ridotto di connettivi rende la scrittura degli

~altri molto complicata, mentre in un sistema molto ricco non

si intravedono pid i rapporti che sussistono tra i vari con.
nettivi. Facciamo un paragone con i caratteri della scrittura:
un sistema come quello cinese, dove ogni parola viene espres-
sa mediante un simbolo proprio & altrettanto difficile da ma-
nipolare come quello binario che si usa nei cervelli elettronici,
dove ogni parola viene immagazzinata come una successione

di «bit », ciog le informazioni sono scritte nella lingua che

- conosce solo due parole: « si» e « no ».

Sceglieremo un sistema particolarmente vicino alla lingua

- parlata in modo che la traduzione del discorso,in un com-

plesso simbolico e viceversa possa avvenire abbastanza agevol-
mente; descriveremo una lingua artificiale con cinque connet-
tivi: 71, vV, A, =, < ed una infinitd di enunciati atomici

" nel prossimo capltolo Ma, prima di coronare in questo modo

il nostro lavoro di formahzzazmne, esercitiamoci brevemente a
valutare le espressioni di quel linguaggio.

Abbiamo gia visto che i discorsi che determinano una fun-
zione di verita che prende costantemente il valore 1 hanno
una caratteristica molto interessante: possiamo sostituire gli-

' enunc1at1 atomici che vi cornpa10no con altri enunciati in

modo arbitrario; risultera sempre un discorso vero. Questi
discorsi sono dunque veri grazie alla loro struttura logica. Per
questa ragione, lo schema di un discorso siffatto si chiama
legge logica o tautologia. Ne abbiamo gid incontrato degli
esempi: il principio del terzo escluso, la non-contraddizione,
Pequivalenza tra affermazione e doppia negazione. La ricerca
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di altri esempi sard un utile campo di esercitazione per il
calcolo delle funzioni di verita. | .

Ci proponiamo pet prima cosa di dimostrare che le leggz
di De Morgan sono tautologie. Scriviamoli allora nella se-
guente forma: '

(M1): (pAg)e (T pV 719,
S(M2): . (pv@)e (T pATIG)

Con P'adozione di lettere latine minuscole invece che
" maiuscole come abbiamo fatto precedentemente vogliamo sot-
tolineare il fatto che analizziamo uno schema di discorso, e
non un - discorso particolare, Chiamiamo percid le lettere
P, g, T -, D1, Do, ... variabili enunciative.

Per la valutazione di queste espressioni utilizzeremo ora

la seguente tecnica: \ _ } ‘

__ per prima cosa isoliamo tutte le’ variabili enuncia-
tive che compaiono in una espressione data e facciamo I’elenco
di tutte le combinazioni di valori di veritd delle variabili cosi
isolate; -con due variabili avremo 4 combinazioni: 11, 10,
01,‘ 00, con tre variabili ve ne sono 8, 111, 110, 10'1, 1.00,.
011, 010, 001, 000; in genere, vi saranno 2" combinazioni
in presenza di # variabile enunciative; ‘

.~ prepariamo allora una tavola: a sinistra scriviamo
le variabili enunciative, a destra l'espressione da valutare;
sotto lelenco delle variabili portiamo Delenco delle varie
combinazioni di valori di veritd. Per M1 avremo cosi la se-

- guente tavola:

PAg) e ”'l'("I‘PV‘—l q)

P q

O O

S O o
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— procediamo poi dall’interno delle parentesi all’ester-

~ no; nell’esempio valutiamo ciog prima p A ¢, poi ™1 p, =1 g -
e la loro disgiunzione, poi la negazione del secondo membro

e infine I'intera equivalenza. Conveniamo di riportare- il risul-
tato delle -successive valutazioni sotto il comnmettivo in que-
stione. In questo modo, i valori che assume complessivamente
la funzione vengono a trovarsi nella colonna sotto il connettivo

. principale 6. La tavola per M1 verra dunque cosi riempita

(mettiamo dei numerti sotto le colonne via via riempite che in-
dicano I’ordine nel quale procediamo): '

» q (PAgQ)e>—(—1pv—19)

1 1 1 1 1 0 0 0

1 0 0 | |1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 1 0.

0 o 0 1 0 1 1 1.
1 6 5 2 4 3

Come si vede, sotto il connettivo principale, in questo
caso <>, abbiamo una colonna composta esclusivamente di 1;

)

“M1 & dunque una tautologia.

Nello stesso modo si dimostra che anche M2 & una tau-
tologia: - ~ '

P q trvayes 1 (ipA—19)

1 1 1 1 1 0 0 6 -
1 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 1| 1

Assieme alla legge della doppia negazione, le leggi di De

‘Morgan sono il fondamento della tecnica del negare. Vedremo

16 Intendiamo per connettivo principale di un’espressione quel con-

‘x\lettivo che determina complessivamente I'espressione, in (M1) e (M2)
‘¢ per es. «>; ¢ facile riconoscere che ogni « schema di discorso » avra -

complessivamente una delle forme —| P, P v Q, P A QP — O, o
P& Q, per cui il connettivo principale & sempre ben determinato.
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“ora altre quattro leggi logiche che giustificano i vari mod\l
della -dimostrazione indiretta 17; il -lettore non avra‘chfﬁcolta_
a costatare che si tratta effettivamente'tdli tautologie, la ve-
rifica sarh un utile esercizio che raccomandiamo- _caldamente.-

g | poae(ng>0)

SO T
OO

] > lPAa)—>11P)

N

O e |
OO |a

(p-—-> o o A19)—>4]

COmm |
O O [

p a r | p—=g)e A1) —>(rA7)]
1 1 1
1 1.0
1 0 1
"1 0 0
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0o 0 O ’

17 Per tecnica dimostrativa & da intendere per ora sexppl1chen39
il metodo specifico che adopera: il matematico per stabilire il 3@ ore . di
verita di un enunciato. Pia tardi discuteremo il concetto di dimost
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(contrapposizione) |

Queste ultime tre leggi corrispondono tutte alla seguente
tecnica di dimostrazione: si suppone che lipotesi p = ¢ sia
falsa, che si‘abbia cioé antecedente vero e conseguente falso:
P A 71 g; quest’ipotesi si conduce poi ad absurdum; nel primo
~caso si deduce 1 p, nel secondo si deduce g, entrambi in con-
traddizione con lipotesi p A 71 ¢; nel terzo caso si deduce-
una qualunque contraddizione » A" =1 7, in aritmetica si pren-
‘dera per - esempio I'enunciato « 1=1» per r e si deduce
«l1=1e1%1». : o
. Stabiliamo infine un’ultima tautologia che spiega perché
basta una sola contraddizione per far crollare un intero edi-
ficio deduttivo 18,

(bA—IPY—>q

OO mm |
O rad O

-~

 Menzioniamo ancora una le

| gge molto importante sulla
quale torneremo/)pili tardi: =

| [(p—>q) APl >4

OO |
O O [y

zione sotto un altro aspetto. Poiché tutte le quattro leggi qui riportate
ono equivalenze, il valore di verita del membro destro coincide col
valore di veritd del membro sinistro; se si ha dunque P <> Q, « dimo-

by

trare» P ¢ equivalente a « dimostrare » Q.

.+ 18 Questa legge significa: se esiste ##a sola contraddizione in un
sistema S, allora ogni* énunciato si pud dedurre in S; il sistema non
distingue dunque tra il vero e il falso: tutto si pud dedurre e dunque
niente. Anche qui vale perd I'avvertenza fatta alla nota 17: abbiamo
dentificato « Q si pud .dedurre da P » con « P—> Q & una tautologia »:

uesta identificazione richiede qualche precauzione.
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Questa & la legge del modus ponens (da distinguere dalla
regola del modus ponens che discuteremo nel prossimo capi-
~ tolo). Il termine di tautologia sembra particolarmente adatto
. per questa legge; a parole dice infatti che, se p implica g e
_se si ha p, allora g! Ma una legge logica non pud che essere
tautologica, altrimenti non sarebbe logica! Citiamo ancora
Wittgenstein: « La tautologia lascia alla realtd tutto lo spazio
— infinito — della logica; la contraddizione riempie. tutto lo
spazio logico e non lascia nessun punto alla realtd. Nessuna
delle due pud quindi determinare la realtd in alcun modo » .

3. La logica degli enunciati come sistema formale. Linguag-
gio, semantica, Sintassi

~ Senza discutere il concetto di sistema formale in tutta
‘generalitd, discutiamo direttamente il sistema formale della
logica degli enunciati. La sua prima componente consiste in
un linguaggio artif/iciale che chiameremo LE. '

a) Lalfabeto di LE consiste dei seguenti simboli: -
p; |_’ _" A7 V, __>; ‘(-)’ () ) .

(Qui e altrove non includiamo tra i simboli di un lin-
 guaggio — perché sempre eliminabili — gli altri tipi di pa-
rentesi, che pure useremo regolarmente.) :

. b) espressioni di LE sono:

— le wvariabili enunciative, ovvero tutte quelle « parole »
di LE che hanno per prima «lettera» p e che proseguono

un numero finito di sbarre |. Conveniamo di abbreviare con

. pn la variabile enunciativa nella quale p & seguito da » sbarre.
— Se P & un’espressione di LE, lo & anche 71 Py se P e Q

- sono espressioni di LE, lo sono anche (P v Q), (P A Q),
(P=>Q) e (P Q) - ‘

Sono dunque espressioni di LE 2 tutti e solo quei com-.

19 Cfr. L. Wittgenstein, op. cit., 4.463. ‘
20 A volte invece di espressione, si dice anche formula ben formata

di LE.

- plessi simbolici che sono o variabili enunciative o che sono

costruite a partire da queste combinandoli con i connettivi e
le parentesi secondo lo schema indicato sopra, (p1 V ps2), ps e
quindi anche [(p1 vV ps) = ps], sono dunque espressic;ni di
LE, mentre p1 V)—> ps non lo &.

‘I;Je espressioni di LE corrispondono dunque a tutte le tra-
scr;z.1oni di discorsi ragionevoli, dove ciod i connettivi stanno
al giusto posto rispetto agli enunciati che vengono collegati
e d'ove la punteggiatura evidenzia chiaramente quali enun:
ciati sono da raggruppare in modo che sappiamo dove dob-
biamo mettere le parentesi nel nostro linguaggio artificiale.

I:,a descrizione di LE potrd sembrare molto pedantesca:
munita di tali istruzioni, perfino una macchina sard in grado

:ggnd.solo 'dlb sc-rivere un elenco lungo a piacere di « schemi
1 discorsi ragionevoli » ma anche di decidere, dato un' qua-

lunque complesso simbolico, se questo & o non & scritto con

i caratteri di’ ¢ & i i
_ teri di LE, e se questo & o non & un’espressione di LE.

\

S/I:it questo non ¢ affatto un inconveniente, anzi, questa & una
elle fondamentali caratteristiche di un linguaggio artificiale

".che va sotto il nome di effettivita o decidibilits. Si dice che
gn insieme e"dec1d1b11e, se & possibile, in un numero finito
~di passi, decidere se un ‘qualunqué oggetto dato appartiene

all'insieme o no. .L’alfabeto e I'insieme delle espressioni di LE
sono ’dunqt.lej decidibili, il linguaggio LE & effettivo.
L'effettivitd di LE ci garantisce che possiamo dominare

Ll;fene questo. linguaggio: supponiamo per esempio di voler
imostrare che tutte le espressioni di LE godono di una deter-
-minata proprieta P. Possiamo allora fare una dimostrazione

per induzione sulla lunghezza delle espressioni. Ciot dimo-

striamo che una data espressione E di LE gode di P, non ap-

pena ne godono tutte le espressioni pid corte di E. Sappiamo

infatti che E — o & una variabile enunciativa p. e dobbiamo-
~dunque dimostrare che P vale per p e che, se vale per pm

a}lora vale anche per pa .1, per ogni 7; — altrimenti E & dei
“t‘lp_o (PVvQ),(PAQ);(P—=>Q)o(Pe Q)on P, dove
P e Q sono certamente pidi corte di E. Sard dunque sufficiente
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dimostrare che, s€ P e Q-godono di P, allora ne godono anche

tutte le espressioni or ora elencate. La dimostrazione sara
cosi completa. Sarebbe difficile fare dlmostrazmm del genere
per tutte le espressioni italiane...

Il prossimo passo nella descrizione di un sistema formale
‘consiste nella caratterizzazione di quelle espressioni del lin-
guaggio che sono valide riel sistema (le cosiddette leggi). Nel
precedente paragrafo abbiamo gia trovato un metodo per isola-
re espressioni siffatte mediante il calcolo della funzione di veri-

ta associata: avevamo identificate le leggi logiche con le tauto--

logie, ovvero con le espressioni- LE la cui funzione di verité
era costantemente 1. Cerchiamo ora di descrivere questo me-
todo nelle sue linee essenziali in modo da comprendere perché
si dice che questo & un metodo semantico per distinguere le
- espressioni valide dalle altre.

Per semantica si intende di solito lo studio del rapporto
tra i segni e quello che significano. Un tale studio presuppone
dunque che si sappia come i segni vengono interpretati. Chia-
ramente, per il nostro linguaggio LE abbiamo in mente una
ben determmata interpretazione: i discorsi. Le variabili enun-
ciative dovrebbero quindi essere interpretate come enunciati
atomici, ed i simboli =, v, A, =, <>, con le espressioni

linguistiche corrispondenti, infine le parentesi saranno inter- -

pretate come opportuni segni di punteggiatura o raggruppa-
menti delle componenti del discorso. Ma poiché, allo scopo di
\stabilire se un discorso & logicamente corretto o no & suffi-
ciente stabilire se la funzione di verita ad essa associata prende
il valore 1 o no, non & necessario interpretare le variabili
enunciative con enunciati atomici: sara sufficiente associare

loro dei valori di veritd. Una interpretazione b di LE & quindi -

una corrispondenza che associa ad ogni variabile enuncia-

_tiva p. un elemento dell’insieme V={1, 0} dei valori di
- veritd. Diciamo che un’interpretazione » di LE & un modello
di una espressione E di LE, se la funzione di verita associata

ad E prende il valore 1 quando viene applicata a quella combi-

nazione di valori di verita che la b associa alle variabili che

\
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cb_mpaiono in E?. Diciamo anche che allora la b soddisfa E
e che E ¢ soddisfacibile. Per esempio, I’espressione

[pr v (P'n./\ pr)]

~ & soddisfacibile perché I'interpretazione b che associa 1 a pi,

0 aprelapne 0 atutte le altre variabili enunciative, ne &

-un modello. Per sapere se un’espressione & soddisfatta da una -

determinata interpretazione & dunque sufficiente conoscere

l'interpretazione delle variabili enunciative che vi compaiono
effettivamente. Diciamo infine che un’espressione E di LE ¢
semanticamente valida, se ogni interpretazione di LE ne ¢

un modello. Si vede facilmente che questo concetto di validita,
che 'si pud applicare ad un qualunque linguaggio una volta
che si & specificato come sono da interpretare i simboli del suo
alfabeto, coincide, nel caso di LE, esattamente con il concetto
di tautologla. un’espressione per la quale ogni interpretazione

- ¢ un modello, & un’espressione tale che, comunque si associno
- valori di verita alle variabili enunciative che vi compaiono, la

funzione di veritd ad essa associata assume sempre il valore 1.

Il concetto di validitd che adopera il matematico & perd
di un altro tipo: un enunciato matematico & valido se riu-
sciamo a dimostrarlo. Il matematico che sostiene per esempio

- il teorema di Pitagora: «sea, b, ¢ sono i lati di un triangolo,

allora 4>+ 5?=c?, non va a vedere se in ogni triangolo ab-
biamo effettivamente questo rapporto (questo. sarebbe il
metodo semantico, &, b% 2, vengono interpretati come le
superfici dei- quadrat1 dei lati, questi come certi segmenti

‘misurabili di determinate flgure disegnate, il simbolo + sa-
rebbe interpretato come la somma di queste superfici, ecc.);

il matematico . stabilisce questo rapporto invece partendo da
poche ipotesi, gli assiomi e alcune definizioni, mediante una
catena di deduzioni. Non si ha nessun riferimento a triangoli

tangibili. Che cos’¢ una deduzione? Schematicamente possiamo

21 Anche ‘i connettivi vengono dunque mterpretatl e precisamente
con le funzioni descritte nelle rispettive tavole di verita: fusti i 51mboll

“del lmguagglo e tutte le espressioni di LE ricevono pertanto un’ ‘inter-

pretazione (su cio, cfr. la fine del capitolo seguente).
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descriverla come ‘una successione di proposizioni ognuna delle
quali & o un assioma, o deriva dagli assiomi . applicando -una
regola logica. Diciamo che un’espressione matematica & un

teorema, se esiste una dimostrazione per essa, ovvero una -

catena deduttlva nella quale essa figura come ultlmo anello.
L’applicazione di una regola logica pud venir descritta

come la trasformazione puramente meccanica di un complesso

simbolico in un altro. Un metodo, che permette di stabilire
se un’espressione di un determinato linguaggio & valida in
funzione ‘di simili regole di trasformazione di certi complessi
simbolici in altri, viene detto simtattico. La sintassi di un
linguaggio naturale studia i rapporti che sussistono tra le
parole del linguaggio e in particolare 'ordine delle parole e
delle proposizioni all’interno di una frase. La sintassi di un lin-
guaggio artificiale consiste di una serie di criteri che permetto-
no, con la sola ispezione della conf1gura21one dei simboli di una
data espressione, di stabilire se un’espressione & valida o no.
La sintassi consiste in genete di un elenco di espressioni valide
— gli assiomi del sistema — e di un elenco di regole che ci
dicono quali sono le operazioni che, se effettuate su espres-
sioni valide, condiicono ad altre espressioni valide. Una dimo-
strazione sard dunque una successione di espressioni del lin-
guaggio, ognuna delle quali & stata ottenuta dagli assiomi
mediante D’applicazione puramente meccanica di una delle
regole sintattiche, e si dice che un’espressione & sintattica-
mente valida o che & un teorema, se esiste una dimostrazione
nella quale compare come ultima espressione.

Ovviamente & desiderabile che i concetti di walidita se--
mantica e validita sintattica coincidano, Un modo che condur-

rebbe sicuramente a questo scopo sarebbe quello di inclu-
- dere ‘tra gli assiomi ogni espressione semanticamente valida e
di non dare alcuna regola. Questa maniera di procedere non sa-
rebbe perd di una grande utilitd: 1 sistemi assiomatici si
costruiscono appunto per evitare che 'si debba verificare se
ogni interpretazione & un modello. Si scelgono percid poche
_espressioni che sono effettivamente valide semanticamente,
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ciod « vere » in ogni 1nterpretaz1one del linguaggio, e si fa
affidamento sulla logica perché garantisca che le regole sintat-
tiche conducano solo ad espressioni valide. Nel caso della
logica degli enunciati siamo in una di quelle rarissime situa-
zioni privilegiate nelle quali disponiamo di uno strumento
semantico che si applica con facilitd ed efficacia. Nella mag-
gior parte delle teorie scientifiche, la situazione & invece molto

pid complessa: intanto, il dommlo di interpretazione & in

genere molto pid vasto che non nel nostro caso, dove abbiamo

‘'un insieme con solo due elementi. Gid nell’aritmetica dob-

biamo interpretare le formule sull’insieme infinito dei numeri

~naturali! Ancora pit difficile si presenta la verifica semantica
“in fisica, dove lo stesso procedimento della verifica su un
- singolo elemento del dominio di interpretazione & pressoché
‘impossibile: si pensi al margine di imprecisione intrinseco in

ogni misura sperimentale. Il metodo assiomatico, ovvero la
scelta di pochi principi iniziali a partire dai quali si deducono
gli altri ‘teoremi si impone dunque generalmente, mentre nel
caso della logica degli enunciati & per cosi dire un « lusso »
superfluo in linea di principio. Tuttavia, per il ruolo fonda-

-mentale che assume la logica degli enunciati rispetto alle
teorie formalizzate, esporremo brevemente in che cosa con-
siste il suo apparato sintattico.

La scelta delle espressioni valide iniziali & abbastanza ar-

~ bitraria; esse saranno ovviamente prese nell’insieme ~delle

tautolog1e Se ne sceglierd un numero pid o meno grande,

- Pessenziale & che sia possibile dedurre da queste tutte le altre

tautologie. Queste deduzioni saranno tanto pid facili quanto
¢ grande il numero degli assiomi. Concentriamo dunque il
nostro interesse sulle regole di derivazione. E sorprendente

che siano sufficienti due regole di derivazione per dedurre

tutte le tautologie da sole quattro tautologie iniziali. Queste
sono:

a) la regola di sostituzione che dice che, se un’espres-

“sione E di LE & derivabile, lo & anche ogni espressione che si

ottxene da E sostituendo una delle variabili enunciative che

compaiono in E (in ogni sua occorrenza) con una qualunque
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espressione Q di LE. Scriviamo E ( pa/Q) per l'espressione

) ~ LY . E) .
ottenuta da -E sostituendo alla variabile p. I'espressione Q.
Possiamo scrivere allora cosi:

(S) ~ FE

— E (pa/Q)

Il simbolo — sta a indicare che I’espressione che-lo segue &
derivabile 2. Dobbiamo verificare che (S) con@uce solo 'da tau-
to\logiefa tautologie: se E ¢ una tautologia‘, cio vgol dire, co-
munque si interpretino le variabili enunciative Che,lp essa com-
paiono, quindi in particolare, comunque si interpreti pa, la fun-
zione di verita ad essa associata prende sempre il valore 1. Do-
po la sostituzione di Q a pa, si ottiene un’altra. espressione,
chiamiamola E’; data un’interpretazione 1, la funzione d} ver1.ta\\
‘associata a E’ si calcola calcolando prima la funzione di verita
associata a Q per I'argomento indicato da 1, e calcolafmdo poi
la funzione di verith associata a E per 'argomento che & ql\lello
indicato da 1 meno che nella componente pa, alla quale & da
sostituire il risultato della valutazione di Q. Ma essendo E
una tautologié, si_otterra ancora 1 come risultato, quale che}

sia 1. Ogni interpretazione di E’ & dunque un modello: E
¢ una tautologia. : *

b) la regola del modus ponens che dice:

se P e Q sono espressioni di LE tali che sia P <.che P - Q
“sono derivabili, allora anche Q ¢ derivabile. In simboli:

(MP): t—P,}—P%Q

t——Q

22 Questo simbolo non appartiene all’alfabeto di LE; bensi al

metalinguaggio di LE: cosi si chiama il linguaggio col quale’ LE viene

s L8 ) L4 . Non
descritto, nel nostro caso litaliano arricchito di alcuni simbol

possiamo entrare qui in una discussione approfondita di questo impor-

tante concetto. Rimandiamo il lettore desideroso di saperne di pid alla

bibliografia che 'potra trovare alla fine del prossimo capitolo.

70

- Giustifichiamo anche questa regola facendo vedere che con-

duce solo da tautologie a tautologie: se sia P che P —>Q sono
tautologie, cid significa che ogni interpretazione & un modello
di entrambi. Pud esistere una interpretazione che non sod-
disfa invece Q?. Se cosi fosse, questa interpretazione non
soddisferebbe neanche P = Q, poiché, per ipotesi soddisfa P
e, essendo un’implicazione con antecedente vero e conseguente
falso, -falsa, se non soddisfa Q, non soddisfa dunque P — Q
contrariamente all’ipotesi che P> Q fosse una tautologia.

Per completare la descrizione dell’apparato sintattico
della logica degli enunciati dobbiamo ancora precisare quali
sono gli assiomi. Gli elenchi di assiomi della nostra logica
sono numerosi quasi quanto lo sono gli studiosi di logica! Ab-

- biamo gia spiegato che un sistema molto ricco facilita la deriva-
“zione; un altro criterio pud essere invece quello di non includere

un assioma che possa essere derivato dagli altri, di elaborare
ciot un sistema di assiomi indipendenti. Non pensiamo che sia
molto utile annoiare il lettore con un tale sistema, tanto pid
che, perché cid sia veramente ragionevole, si dovrebbe poi

~ anche far vedere che quest’elenco & completo, che ciod ogni

tautologia & derivabile, lavoro che & in genere assai faticoso.
Per illustrare il carattere puramente meccanico col quale

~ avviene I'applicazione delle regole di derivazione, ci sembra

tuttavia opportuno concludere questo capitolo dando un

(L) (> =>Ug=>r)>0(@->rn], :
(2) p—=> (71 p—gq),
(3) (mp—=>py—>p2

Applicando la regola (S) a (2), sostituendo p a g, si ottiene
(4)  p—=>(p—>p).

Applicando (S) a (1), sostituendo p a r, si ottiene
5y  (=>9~>Ug>p)> (p—p)]

23 Seguiamo qui l'esposizione di Quine [4], capp. 1, 13.
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esempio di dimostrazione. Supponiamo che queste tre espres--
sioni siano derivabili:



Applichiamo ancora (S) a (5), sostituendo (“\» p—>p)agq:
6)  [p=>(np—=>p)l>{["p—=>p)—p]
AV ) 0

Applichiamo ora MP a (4) e (6), ottenendo:
(7)  [(np=>p)>pl>(—>p)

(8) p—>p

La successione (1) — (8) ¢ dunqL}evur?a d.imostrazwne d1-
p—> p se includiamo (1) — (3) tra gli assiomi. e (8)
Certamente, la tentazione di includere al.lora‘ anche - >
tra gli assiomi per risparmiarci questa lunga d1¥nostraz.1onlc:ato
luna tautologia cosi evidente & granc#e. E tuttavia un r1;ut fato
di grande interesse teorico che esistano sistemi completi

bile elaborare una sintassi di LE in'modo ?he._1 due cc;lncettltd
validitd semantica e validita sintattica coincidano, che tauto
logie e teoremi di LE ‘siano la stessa cosa. :

12

un’altra applié‘azione d1 MP a (3) e {7) da: \

assiomi. (1)-— (3) & uno di essi, messo a punto (.ial gra"nde lq- .
gico polacco Lukasiewicz. Questo significa infatti che & possi-

Roberto Cordeschi e Roberto Levi

Predicati: un’introduzione elementare

¥

L. Enunciati e sillogismi

pY

- Come si & visto nel capitolo precedente, la logica enun-
C . . . . . " . . ©
ciativa studia gli enunciati prescindendo dalla loro struttura

interna. In tal senso, essa ha una capacitd espressiva assai
‘modesta: esistono ciog delle inferenze semplicissime che il lin-

guaggio comune riconosce come valide, ma che la logica

_enunciativa non ¢ in grado~di esprimere sotto forma di leggi

logiche.

Il 'lettore avra sicuramente presente il classico sillogismo
in barbara della tradizione aristotelica, che possiamo sctivere
nella forma dello schema seguente:

ogni x & v,

‘o (premessa maggiore)
(*y e ogni y ¢ z :

(premessa minore)

quindi, ogni x & z (conclusione)

N S

(qui il simbolo a sinistra della parola « & » rappresenta il
soggetto, e quello a destra il predicato nel senso del linguaggio
comune). —

Ora, volendo formalizzare in qualche modo tale sillogismo

nello spirito dell’'unica logica a noi fin qui nota (quella degli

enunciati), non potremo far altro che sctriverlo sotto forma di
un’inferenza di una proposizione (la conclusione, che indiche-
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remo con r) da due altre proposizioni (le premesse, che indi-
cheremo rispettivamente con p e g). Avremo allora

(+*) TN B

11 lettore pud verificare da sé che tale inferenza non é una 3
legge logica nel senso della logica enunciativa (cio¢ non e

ur’inferenza « sempre vera »). Eppure, lo schema sillogi-

stico (*) esprime un’inferenza valida nel senso del linguaggio |
comune (ciod un’inferenza che il linguaggio comune & di-

sposto ad accettare come « sempre vera » in senso intuitivo).

Tale imbarazzante dissenso tra la « logica » ‘del linguaggio "

comune e la logica enunciativa & perd facilmente spiegabile,

quando si ricordi che la logica enunciativa studia solo le rela- -
zioni tra le proposizioni, per cui la veritd di una proposizione -

by

che esprima un’inferenza del tipo (**) &, semplicemente, come

sappiamo, funzione della verita delle proposizioni: Componenti

Queste rappresentano gli « atomi » del nostro discorso, cio¢ le

nostre piti piccole « entitd logiche ». E evidente, d'altra parte,

che la validita dell’inferenza sillogistica espressa dallo sche- :

ma (*) pud essere stabilita non semplicemente, in base alle re-

lazioni esistenti tra le diverse proposizioni (componenti cio¢ le

premesse e la conclusione), ma in base alle relazioni esistenti
tra i termini (cioe i soggetti e i predicati) che occorrono in
tali proposizioni. In questo caso, le proposizioni componenti
non rappresentano piti una sorta di « atomi» linguistici, ma
sono delle entitd complesse, che & pos31blle scompotre al fine
di analizzare le relazioni esistenti tra i termini di una stessa
proposizione e/o tra i termini di proposizioni diverse.

In effetti, & noto che la validitd dell'inferenza espressa
dallo schema (*), oltre che sulla partlcolare funzione della
parola « ogni » -(su cui torneremo), si basa sulla presenza del
cosiddetto « termine medio » (nel nostro caso y), il quale
compare in ambedue le proposizioni che figurano da premesse,
una volta come predicato (premessa maggiore) e una volta
come soggetto (premessa minore): esso costituisce il perno,
per cosi dite, del ragionamento sﬂloglstlco La validita della
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-« Socrate »): a, b, c,...

nostra’ inferenza sillogistica si basa dunque essenzialmente su

‘questa particolare struttura interna delle premesse; & solc

analisi di tale struttura che rende trasparente il ruolo del
termine medio, che invece sfugge alla logica enunciativa. In
tal senso, come dicevamo, non possiamo pit considerare le
proposizioni come le nostre uniche entita logiche: per denotare
formalmente le nuove entitid appena individuate (soggetti e
predicati) abbiamo bisogno di nuovi insiemi di simboli, ciog,
pid’ intuitivamente, di un linguaggio « piti ricco» o « pid
espressivo », che superi la scheletricita di quello enunciativo.

Per rendere la cosa piti evidente, considetiamo un altro

esempio, nella forma del sillogismo seguente: !

Y

Ogni uomo & mortale,

e Socrate & uomo;

quindi, Socrate & mortale.

Per mettere in forma simbolica questi tre enunciati (le

premesse e la conclusione) abbiamo intanto bisogno di tre
nuovi insiemi di simboli:

(1) slmboh di soggetti « generici » (per es.: « uomo »):
x y} Z)
(2) s1mbo.1i di soggetti particolari o individui (per es.:

)

(3) 51mbol1 di predlcan (per es.: « essere mortale »):

PQR

I Tale sillogismo, sia detto per inciso, benché venga spesso passato
per aristotelico, in realtd non compare mai nelle opere logiche di

Aristotele, ma, per la presenza di un termine individuale, « Socrate »,
" nella premessa minore, & tipico della tradizione postarlstotehca non
meno di (*), Cfr. J. Luka51ew1cz Aristotle’s syllogistic from the stand-
point of modern formal logic, Oxford Clarendon Press, 19572 (ne esiste
una trad. it. parziale). Sulla formalizzazione dei diversi sillogismi,

cfr Quine [4]

2 1 nomi comuni della grammatica.
3 1 nomi proprz della grammatica.
4 Le propriets della grammatica.

1
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La distinzione tra soggetti, generici e particolari & impor-
tante anche nel linguaggo comune, dove una cosa & parlare
di un individvuo gualsiasi non determinato di una certa classe
o insieme ? ('« uomo x », il « numero x », ecc.), e una cosa
diversa & patlare di un individuo qualsiasi ma ben determinato
di quella .stessa classe ('« uomo Socrate », il «numero
3 », ecc.). La distinzione & poi quella, fondamentale in mate-
matica, tra variabile e costante: per analogia chiameremo
variabili individuali x, y, 2,... e costanti individuali a, b, c,...

Per indicare allora che un x indeterminato o un determi-
nato @ di una certa classe godono della proprieta P, scriveremo
rispettivamente le due espressioni

Px, Pa.

Sia M la_proprietad « essere mortale », e U la proprieta « essere
uomo ». Allora:

Mx sta per « % & mortale »

‘Ua . sta per « Socrate € uomo ».

Ma la prima premessa del nostro sillogismo non dice
semplicemente « x & mortale », ma « ogni x & mortale », cio¢
la proprietda M si predica non solo di #» uomo x qualsiasi, o
di- qualche uomo x qualsiasi, ma di ogni uomo x qualsiasi.
Dobbiamo dunque ancora arricchire il nostro linguaggio per

esprimere almeno questa nuova distinzione: quella tra’ una

proprieta che si predica di gualche individuo (almeno uno) di
una classe (e cioé di wna parte di tale classe) e una proprieta

5 Con i termini classe o insieme (equivalenti nel nostro contesto)
vogliamo riferirci a collezioni qualsiasi di oggetti o individui. Questi
ultimi prendono il nome di elementi dell'insieme dato (o della classe
data). Denoteremo gli insiemi (o classi) con lettere maiuscole in neretto,
A, B, C, .., e scriveremo talvolta ' .

x € A

per indicare che x &. elemento dellinsieme A (o appartiene all’in-
sieme A). Il simbolo & prende il nome di simbolo di appartenenza.
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espressione

che si predica di ogri individuo di quella classe (ciod di tutta

. la classe).

Dovremo aggiungere allora al nostro alfabeto dei nuovi
simboli, i quali denotino le due distinte operazioni che stabi-
liscono la guantita degli individui di una classe (#na parte o
tutti) dei quali 'si predica una certa proprietd. In simboli:

« per qualche x »

(4) (3 x) . sta per
« per ogni x ».

(V x) sta per

In riferimento alla natura di tali operazioni i due nuovi sim-

" boli prendono il nome di guantificatori, rispettivamente esi-

stenziale ‘e universale. ‘
Anche in questo caso, l'introduzione di nuovi simboli ci

permette di scrivere nuove espressioni. Avremo cosf, ad

esempio, che:

« qualche x & uomo »
«ogni x & uomo »,

(3 x) Ux sta per
(V x) Ux sta per

e cosi via 6. -

Tra Pespressione, a suo tempo introdotta, Ux, e la nuova
espressione (3 x) Ux-[o (V x) Ux] c’¢ una differenza fon-
damentale, che riguatda la variabile individuale x. Su essa tor-
neremo in seguito; per ora bastera osservare che una variabile
che occorre in un’espressione priva del relativo quantificatore
(come x in Ux) si dice libera, mentre una variabile che occorre

~in un’espressione preceduta dal relativo quantificatore [come

x in (Vx) Ux o simili] si dice vincolata. Ad esempio nella

(V) (Px = Qy),

x & vincolata e y & libera. Infine, si dice chiusa un’espres-
sione in cui tutte le variabili occorrono vincolate.

6 Le due ultime espressioni possono anche leggersi, rispettivamente,

«per qualche x, (oppure: esiste almeno un x tale che) ¥ ha la pro-

prieta U », e « per ogni x, x ha la proprieta U ».
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Siamo ora finalmente in grado di scrivere formalmente,

- nel nostro nuovo linguaggio, che chiameremo linguaggio pre-
dicativo monadico’, il sillogismo da cui abbiamo preso le

mosse.
1 premessa: « ogni uomo & mortale »
(Vx) (Ux, — Mx)? '

II premessa: « Socrate & uomo » '
Ua S

conclusione: « Socrate & mortale »
- Ma.

'

T

In forma pid compatta il nostro sdloglsmo potra essere

scritto m questl termini:

(Vx) (Ux —> Mx)
Ua

Ma.

Ovviamente, a rigore, nello schema precedente sono state

~applicate tacitamente alcune regole di deduzione, che possono.
essere facilmente rese esplicite. Una di queste & il modus po- .

nens, gia noto dallo studio degli enunciati, Dell’ altra cerche-
remo di dare una giustificazione ‘intuitiva. Per i nostri scopi,
tale regola, detta « regola di particolarizzazione », pud essere
enunciata pressappoco cosi: « Se una proprieta vale per una
intera classe di individui, allora vale, in particolare, per un
singolo individuo di tale classe'» °. E evidente che l'applica-
zione di una regola del genere & implicita nella nostra infe-

renza sillogistica: se '« essere mortale » & una conseguenza
dell’« essere uomo » per tutti gli individui, lo & a fortiori per

‘

7 11 termine monadico risulterd chiato tra breve.

8 Si noti che _questa espressione & diversa da (Vx)Ux—;(Vx)Mx
La giustificazione & lasciata al lettore.

9 In generale, la regola deve tener conto di qualcosa di pid. Per
una formulazmne esatta, cfr. Mendelson [7] pp. 9091.

)
1
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un singolo individuo (Socrate). Il nostro « ragionamento sil-
logistico », nelle vesti di una dedu21one completa, diventa
qu1nd1

1) (Vx) (Ux — Mx) - prima premessa
2) Ua ' — seconda premessa .
3) Ua —> Ma ‘ — regola di particolarizza-

zione applicata a 1)

4) Ma Lo — conclusione per nzodus po-
nens applicato a 3) e 2).

2. 1l iz’nguaggio predicativo

L’analisi del nostro sillogismo ci ha portato ad una natu-
rale estensione del linguaggio enunciativo. Come abbiamo gia-
accennato, tale estensione prende il nome di linguaggio pre-
dicativo monadico. E il momento di chiarire meglio il signifi-

~ ficato di questa locuzione. -

Chiameremo predicato monadico cid che nel. linguaggio
comune si dice una proprieta (ad esempio, « essere mortale »).

11 linguaggio predicativo monadico ¢ dunque un. linguaggio

in grado di esprimere formalmente le proprietd, Esso costi-

‘tuisce, in sostanza, la base per una formalizzazione della
sillogistica aristotelica. classica 1%: aggiungendo ad esso le
- opportune regole di deduzione, otterremmo, come sappiamo,
un caleolo, precisamente il calcolo sillogistico, o calcolo dez
 predicati monadici.

Come si sa dal linguaggio comune, le proprietd non sono

; ‘gli unici predicati (e neppure i piti importanti). Nel linguaggio

comune si esprimono, infatti, non solo proprieta di oggetti

‘(come « Socrate ¢ mortale »), ma anche relazioni tra oggetti

(come « Socrate & il maestro di Platorie »). Tali relazioni, come
¢ immediatamente evidente, non possono essere formalizzate
mediante il linguaggio predicativo monadico appena intro-

" 10 Su cid cfr. Novikov [6], pp. 124 sgg
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dotto. Non possiamo fermarci, dunque, allo studio del sillo-
gismo: & necessario fare ancora un passo avanti.
Consideriamo la frase g

« 0 & minore di x ».

Supponiamo che 0 sia il primo numero della serie dei naturali
" (cioé una costante individuale), e x un numero qualsiasi (ciog
una variabile individuale, elemento generico dell’insieme dei
naturali N). Tra 0 e x, ci dice la frase citata, esiste la rela-
zione « essere minore di »: relazione che, possiamo aggiun-
gere, & evidentemente soddisfatta da ogni numero x. Deno-
tando la nostra relazione con N?, potremo scrivere:

(Vx) N2 (0, x)1,

che pud anche leggersi: « ogni numero naturale & maggiore
di 0 », oppure, « 0 & il pid piccolo numero naturale », ecc.

Il nostro alfabeto viene cosi ad essere ulteriormente ar-
ricchito: oltre ai simboli di proprieta P, Q, R,... (predicati
monadici), disponiamo ora di simboli di relazioni tra duwe og-

getti P2, Q? R?.. (che chiameremo predicati diaa’z’cz’)‘.\ Alle
nostre espressioni si aggiungeranno allora espressioni del tipo

P2 (x, y), P? (a, 2), Q* (4, b), o

e cosi via.

E evidente, a questo punto, che il nostro linguaggio pud

essere ancora arricchito, considerando simboli di relazioni tra
tre oggetti (come nella frase « Platone fece conoscere Socrate
ad Aristotéle »), con le relative espressioni, e tra quattro,

cinque,..., # oggetti, con le relative espressioni. Risultato di

questa ulteriore generalizzazione (del tutto giustificabile) sara

il linguaggio predicativo n-adico, che chiameremo senz’altro
linguaggio predicativo.

11 I’esponente del simbolo N2 sta a indicare che la relazione con-
siderata sussiste tra due oggetti.
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Riassumendo allora i risultati fin qui raggiunti, possiamo

_ elencare sistematicamente gli elementi del . nuovo linguaggio

di cui disponiamo.

Linguaggio predicativo LP

1. Simbol;.

1.1. Simboli variabili:
1.1.1.  Variabili enunciative: p, g, #,...
1.1.2. Variabili individuali: x, y, z,...
1.1.3. Variabili predicative: P, Q= Rn.. 12
1.2. Simboli costanti: -
1.2.1.  Connettivi logici: —1, v
1.2.2. Quantificatore: 3 1
1.2.3. Simboli ausiliari: (,).

2. Espressioni.

2.1. Ogni variabile enunciativa & un’espressione,
2.2. Se P & una variabile predicativa #-adica, e X, 9,
.., % sono ‘esattamente # variabili individuali,
~allora P (x, y,..., z) & un’esptessione.
23. Se F ¢ F’ sono due espressioni; allora anche
71 F, F v F, (3x) F sono espressioni.

'+ 24. Niente altro & un’espressione.

11 lettore osservera come tutti i simboli e le espressioni

' del linguaggio enunciativo LE (cfr. il cap. precedente) fac-
ciano parte del linguaggio predicativo LP: cid chiarisce in

che senso quest’ultimo & un’estensione del primo. Si potrebbe

~mostrare (ma non lo faremo) che anche ogni regola e ogni

12 In seguito, salvo in casi articolati, eviteremo di scrivere Pespo-

‘nente. .

13 Non & necessario elencare tra i simboli costanti entrambi 1 quan-

- tificatori, perché, come vedremo, uno dei due pud essere sempre intro-

dotto per definizione a partire dall’altro e dal simbolo di negazione.
D’altra parte, come sappiamo dallo studio degli enunciati, & sufficiente
introdurre i due soli connettivi —, v, potendosi gli altri introdurre
per definizione.

81



legge logica del calcolo aegli_ enunciati & una regola e una

legge logica del calcolo dei predicati. Il lettore notera anthe
come dall’alfabeto siano stati eliminati i simboli di costanti
individuali. Cid non deve sembrare una restrizione. I sim-

boli di costanti sono nomi di individui o oggetti specificati

della classe delle cose di:cui si parla (ad esempio, « Socrate »

¢ il nome di Socmte individuo ben determinato della classe:

degli uomini, « 0 » & il nome dello 0, individuo ben deter—
minato della classe dei numeri, e cosi via).

Quella che abbiamo chiamato qui grossolanamente la
« classe delle cose di cui si parla » (cioé di cui «si occupa »
il linguaggio predicativo) costituisce cid che a volte si chiama
Vuniverso di discorso. E evidente allora che, a rigore, le co-
stanti individuali (ciod, come si & chiarito, i #omi degli oggetti
della classe-universo di discorso) non fanno parte del lin-

guaggio, ma, secondo una classica distinzione cui si & fatto .

cenno nel capitolo precedente, del metalinguaggio: esse risul-
tano « abbreviazioni metalinguistiche » che, di fatto, & sempre
possibile ‘eliminare dalle espressioni del linguaggio, « tradu-
cendo » queste ultime in espressioni in cui le costanti siano,
per cosi dire, descritte con una metafora 1

Ad esempio, consideriamo l’espressmne gid incontrata

(Vx) N (0, x),

cioé « per ogni numero x, 0 & minore di x ». Volendo elimi-
nare la costante O, si potrd scrivere:

(Fy) (Vx) {N? (3, x) A (T2) [N? (2, x) = 2 = 31},

- clog «esiste un numero ¥, tale che, per ogni numero x, y ¢.
minore di x e, se esiste un numeto z minore di x, allora z

_ 14 In generale, in seguito non distingueremo pid gli oggetti (ad
esempio, gli elementj della classe-universo di discorso) dai nomi che li

denotano (ad esempio le costanti), cioé dai simboli metalinguistici corri- -

spondenti (identificheremo quindi 'vomo Socrate con il nome « Socrate »,
il numero 0 con il nome o, come si dice, il numerale «0», e cosi
via). Nel nostro contesto, questa identificazione non dard luogo a con-

fusioni, e, anzi, semplifichera la scrittura. Per una discussione -dettagliata

'sull’argomento, cfr Pasquinelli [7], pp. 37 sgg
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~coincide con y ». Come si vede, in quest’ultima espressione.

sia pure a prezzo di complicare un po’ la scrittura, si & riu-

“sciti ad eliminare la costante 0 1>

3. La quantificazione

" Dalla discussione svolta niei paragrafi precedenti abbiamo
gid appreso alcune caratteristiche degli operatori di quantifi-
cazione, o brevemente quantificatori.

Consideriamo ora I’espressione

Mx . |

2

che, come ormai sappiamo, si legge « x & mortale ». E evi-
dente che tale espressione non pud essere detta né vera né
falsa finché non si dispone di qualche informazione sulla varia-
bile x: in altri termini, se non sappiamo chi o che cosa rap-
presenti x, o come si dice, se non conosciamo il valore di x,
non possiamo decidere sul valore di veritd di tale espressione.
Essa, pertanto, non é. un enunciato': potremo chiamarla
forma enunciativa. ~ - ‘
Il nostro problema si pone dunque in questi termini:

come & possibile ottenere un enunciato a partire da una forma
enunciativa?

Un primo modo per ottenere un enunciato da una forma
enunciativa consiste nel sostituire alla variabile libera della

forma enunciativa (che per semplicitd abbiamo supposto mo-

nadica senza con cid limitare la validita del discorso) una

costante, che ne rappresenta il valore. Questa operazione

15 A questo punto, la costruzione del linguaggio predicativo &

‘completa. Non studieremo i predicati sotto forma di un calcolo (con i

suoi assiomi e regole di deduzione), e di conseguenza rinunceremo - alla

‘descrizione del sistema formale predicativo. Essa risulterebbe a questo
punto analoga, nelle linee essenziali, a quella svolta dettagliatamente nel
‘capitolo precedente per gli enunciati, ma richiederebbe un buon numero
'di complicazioni tecniche che esulano dai limiti di queste pagme 11 let-
tfore interessato pud rivolgersi con profitto a uno dei manuali gid citati.

Utilissimo risulta, in tal senso, anche Mangione [5].

16 Come si r1cordera un enunciato ¢ una formula di cui si pud

diré se ¢ vera o falsa.
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.- enunciativa consiste nel chiudere la forma enunciativa me-

vedere come, data la forma enunciativa Mx, la verith e la
falsitd dell’enunciato risultante rispettivamente da sostituzione
e quantificazione dipenda sempre da ambedue le fasi descritte.
Se consideriamo I'universo degli uomini e dei naturali, nel
caso di sostituzione abbiamo che l’enunciato M(Socrate) &
vero e ’enunciato M(0) & falso; nel caso di quantificazione,
'enunciato (Jx) Mx & vero, Penunciato (Vx) Mx & falso. Se
consideriamo I'universo di dlscorso comprendente i soli uomi-
ni, qualsiasi valore si sostituisca alla variabile in Mx da luogo
a un enunciato vero, e qualsiasi quantxflcatore si usi per chiu-
dere la forma enunciativa, Mx, si ottiene un enunciato vero
[infatti, sia (3x) Mx, sia (Vx) Mx risultano veri]. Vice-
versa, se consideriamo I'universo di discorso comprendente.
i soli naturali, gualsiasi valore si sostituisca alla variabile in
Mx, da luogo a un enunciato falso, e qualsiasi quantificatore
si usi per chiudere la forma enunciativa, Mx, si ottiene un
enunciato falso.

- In conclusione, una volta stabilito 'universo di discorso,
dlspomamo di due modi per ottenere un enunciato da una
forma enunciativa: o sostituiamo (di volta in volta) la varia-
bile individuale- con una costante, o quantifichiamo la varia-
bile stessa chiudendo: lespressmne

. Ma vediamo la cosa con maggiori dettagli. Cons1der1amo
ancora-I’enunciato -

implica due fasi dxstmte (1) la scelta di un universo di
discorso, (2) la scelta, all’interno dell universo di discorso,
di un valore per la variabile. Supponiamo di considerare I’uni-
verso di discorso costituito da essere umani e numeri natu-
rali (in linea di principio, naturalmente niente impedisce di
prendere in considerazione un ‘insieme cos{ eterogeneo). In
questo modo, abbiamo fissato l'universo di discorso. All’in-
terno di tale universo, scegliamo il valoge di x: se tale valore
& rappresentato da un uomo (ad esempio Socrate), avremo un
enunciato vero, se & rappresentato da un numero. naturale
(ad esempio 0), avremo un enunciato falso. Otterremo cosi
dalla forma enunciativa Mx enunciati del tipo

, M(Socrate),  M(0),
rispettivameﬁte veri e falsi. '

Un altro modo per ottenere un enunciato da una forma

diante quant1f1cator1 in modo che nell’espressione risultante
non compaiano pid variabili libere. Consideriamo ancora la
forma enunciativa Mx, e chiudiamola con il quantificatore es
- stenziale. Otterremo \

(EX) Mx,

che, nel caso del nostro universo, & un enunciato vero: infatti,
¢ vero che nell’universo di discorso degli uomini e dei naturali
« gualche individuo & mortale ». Chiudiamo ora Mx con il
quantificatore universale. Otterremo

(Ix) Mx,

. .
Puniverso di discorso comprendente i soli uomini. Tale
enunciato afferma che « qualche uomo & mortale », e pertanto

(Vx) My, Vero, come sappiamo, se esiste qualche valore d1 x (qualche

o T . _ ] , mento dell’'universo, o individuo, a1, 4 —
un enunciato falso: infatti, ¢ falso che nel nostro universo d1 Platone, A 1 b G o G Soctate,
ristotele) che soddlsfa M. Pit precisamente,

discorso « ogni individuo & mortale ».. Anche con questo pro-
cedimento riusciamo ad ottenere dunque enunciati da -una
forma enunciativa. E anche in questo caso sono implicite due
fasi: (1) la scelta di un universo di discorso, (2) la chiusura
mediante quantificatori. :
Per riassumere e chiarire le relazioni tra i due procech-

~ menti (sostituzione e quantificazione della variabile) facciam

e essere vero gualche enunciato (almeno uno, al piti tutti)

May, Mas, ..., Mas,

cio (come il lettore ricorderd dallo studio degli enunciati)
ve essere veéro l’enunciato:

Ma1 V Mag v ... v Ma,. | (***)
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verso: le variabili x, y,... assumeranno ora tanto i valori

@, az, ..., an (Socrate, Platone, ..., Aristotele), quanto i valori

by, bz ..., bn (Giove, Giunone, ..., Mercurio). Continuiamo ad

applicare alle x, y,... sempre il predicato M, « essere mortale ».
Nel nostro nuovo universo, I’enunciato:

Dunque, (3x) Mx equivale a Ma; v Ma; v ... V. Ma, ciot .
un’espressione chiusa mediante quantiﬁcatore esistenziale equi-
vale a una disgiunzione. ;

Ora, se, come nel nostro caso, i valori di x sono uomini
(Socrate, Platone,...), ogni enunciato componente la disgiun-
zione (***) & vero, perché, non solo « qualche uomo & mot-
tale », ma « ogni uomo & mortale » Dunque in particolare, ¢
vero anche I’enunciato -

(Fx) Mx

continua ad essere vero: qualche individuo x dell’universo &
davvero mortale (esattamente tutti e soli gli individui-uomi-
~ ni). Infatti 'enunciato-in questione equivale ora a una disgiun-
zione del tipo:

(Vx) Mx,
che afferma, questa volta, che rusti gli enunciati’
Mal, _Md‘2, R Man )
May v May v ... v Ma, v Mby v Mby v ... v Mbn,

sono veri, e dunque & vera la loro congiunzione

Moy A Maz A ... A Ma,. ‘che corrisponde, come sappiamo dalla logica enunciativa, a

: .una disgiunzione di enunciati di cui gualcuno & vero e qual-
cuno & falso, e che pertanto & vera nel suo complesso, Tale
disgiunzione afferma infatti Pesistenza di qualche individuo x
per il quale ¢ vero che « x & mortale ». Ma nel nostro uni-
verso- esiste anche gualche individuo ‘x per il quale nom ¢
‘vero che « x & mortale » (esattamente tutti e soli gli individui- -
‘dei). Scrivendo in simboli quest’ultima asserzione esisten-
ziale, otteniamo:

-Dunque; (Vx) equivale a May A Maz A ... A Ma,, ciot un
expres;vz'orze chiusa mediante quantificatore universale equiva}
a una congiunzione.

D’altra parte, asserire che « ogni uomo & mortale », equ
vale ad asserire che « non esiste qualcbe uomo che non sia
mortale ». In simboli

(Vx) Mx equivale a = (Ix) 1 Mx, (3%) = M.

che rappresenta una prima interessante relazione tra i due

quantificatori. Il lettore osservera ora come asserire che « esiste gualche x
Una. seconcla relazione & la seguente: che non & mortale » equivale ad asserire che « non tutti oli x
| : g
. ‘sono mortali » (nel nostro « universo » gli dei esistono!
(3x) Mx equivale a 1 (Vx) 7 Mx, (I vl & )

‘cioe:
cioé¢ « qualche uomo & mortale » & la stessa cosa che « non ¢
vero che ogni uomo non sia mortale » (piti plasticamente: inf‘
generale, I'affermazione di una parte equivale all’impossibilita
della negazione del tutto).

Supponiamo ora di fare un’operazione un po’ ardita:
prendiamo gli elementi del nostro universo di discorso, gli

‘uomini, e mescoliamoli con gli dei in un’unica classe-un
i :

(dx) . Mx equivale a =1 (Vx) Mx, (I1I1)

‘un'altra interessante relazione tra i quantificatori.

' Per tornare alla normalita, separiamo ora gli uomini da-
gli dei, e consideriamo questi ultimi, tutti e soli, nel loro
«universo », I valori di x saranno ora solo 4, bz, ey bm
(Giove, Giunone, ..., Mercurio). Conserviamo perd ancora il

86 | 87



.
predicato M, « essere mortale ». E evidente allora che, mentre
continua a valere ’enunciato:

(3x) 7 Mx,

(& vero infatti che « esiste qualche x che non & mortale », visto
che parliamo di dei, per i quah in particolare « nessun x &
mortale »), ’enunciato:

(%) M.
questa volta & falso, essendo falsa la disglunzmne.
Mbl V Mb2 \ Mbm

(non esiste un dio mortale')

Se & falso l’enunciato (Jx) Mx, allora & vera la sua ne- |

‘gazione: -
-1 (dx) Mx

(un enunciato o & vero o & falso!). Essa afferma infatti che
_« non esiste qualche dio che sia mortale »,

' Ma asserire —1 (3x) Mx equivale ad asserire, come il
lettore potra immediatamente giustificare, 1enunc1ato.

(Vx) 1 Mx,
cioé « ogni dio non & mortale ». Dunque:

(Ax) Mx equivale a (Vx) 7 Mx, (IV)‘

che espmme un’altra relazione tra i quantificatori.

Dalle equivalenze (I)- (IV) si ricavano le seguent1 equxva- q'

lenze generali:

(Vx) equivale a =1 (Jx) 1 ... (1
(Ix) ... » » -1 (Vx) 7o (2
=1 (Vx) .. » » (Ax)y 7 ... (3
(EJx) » » (Vx) 7 (4

Le (1)—( ), in particolare dimostrano come uno dei quan-
tificatori pud essere sempre introdotto « per definizione » me-
diante I'altro e il s1mbo]o di negazione. Uno dei due quantzﬁ-
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catoti, pertanto, pud essere sempre eliminato dai simboli del
nostro linguaggio.

Le (3)(4), se l'universo degli 1nd1v1du1 finito, corrispon-
dono invece alle leggi di De Morgan, gia studiate per la logica
degh enunciati.. Infatti, 7 (Vx) Px equivale, come sappiamo,

= (Per A Py A A Pcy), che, a sua volta, equivale a
. Pc1 v 71 Py v 1 Pcn. Quest’ultima espressione
equivale a (3x) 1 Px.
- Con analogo ragionamento, il lettore pud giustificare  la
“cosa per 1 (dx) Px.

4. Verso una semantica logica

Nei paragrafi precedenti abbiamo usato spesso le locu-
‘zioni « enunciato vero » e « enunciato falso », interpretando
abitualmente i termini « vero » e « falso » nel senso intuitivo
del linguaggio comune.

" Riprendendo molti punti gid toccati sia in questo capitolo
che nel precedente, ci proponiamo ora di definire le nozioni
di « veritd » e « falsith " in modo pit rigoroso, riducendo (se
non eliminando del tutto) lo spazio lasciato all’intuizione. A
tale scopo, descriveremo come si passa da ‘una semantica
intuitiva, dove le nozioni di « verita » e « falsitd » non sono
rigorosamente definite con mezzi logico-formali, a una seman-
tica Jogica, dove tali nozioni sono descritte senza far ricorso
a cio che il linguaggio comune intende per « vero » e « falso ».
Con cid avremo gettato un ponte, se non altro, verso la co-
struzione di una vera e propria semantica logica.

4.1. La nozione di funzione. Importanza fondamentale
avra nel nostro discorso il concetto di funzione. Riteniamo
utile, per il lettore non matematico, riassumerne le caratte-
ristiche attraverso un esempio concreto (su cui il lettore con
qualche conoscenza matematica potrd fare a meno di sof-
fermars1)

- Supponiamo che A sia 'insieme delle cittd italiane, e B
linsieme delle citta italiane capoluogo di regione. Immagi-
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L’insieme A si chiama dominio degli argomenti di f, o
semplicemente dominio di f, linsieme B si chiama dominio
dei valori di f, o semplicemente codominio di f (argomenti‘
e valori sono quindi, rispettivamente, elementi degh insiemi
A e B). :
- Nell’esempio considerato, ogni elemento di B ¢ imma-
gme di qualche elemento di A. Tuttavia, si deve considerare
anche il caso in cui in B esistano elementi che 7zon sono imma-
gini di alcun elemento di A ‘

Consideriamo ad esempio linsieme A di tutti gli esseti
umani e l'insieme B di tutte le donne. Sia f la funzione che
ad ogni clemento di A associa la rispettiva madre: dal mo-
ento che non tutte le donne sono madri, esiste qualche
elemento di B che non & immagine di alcun elemento di A.
L'insieme degli elementi di B che sono immagini di qualche
(uno o pid d’uno) elemento di A si chiama insieme immagine
‘di A secondo f, e si indica con:

f (A).

niamo di far corrispondere a ogni citta italiana il rispettivo
capoluogo di regione. Questa corrispondenza esprime, come -
si vede, una regola secondo cui ad ogni elemento di A si fa.
corrlspondere un wunico elemento di B. Se indichiamo con f:
tale regola o, come appunto si chiama, funzione, ne potremo
descrlvere i comportamento come " segue: :

f (Viterbo) = Roma
f (Roma) = Roma
f (Latina) = Ror‘na

f Como) Mxlano
f (Bergamo) = Milano
. : / Milano) == Milano

Dall’esempio risulta chiaro quanto si & detto: la funzione f.
associa ad ogni elemento di A un solo elemento di B; si pre-

cisa questa carattetistica dicendo che la funzxone ¢ una cotri-
‘spondenza univoca. :

Per denotare una funzione useremo la seguente scrittura;

f: A — B.

~

 Come abbiamo appena osservato, non sempre f (A) coin-
cide con B: pud coincidere con un sottoinsieme proprio di B V7.
Se f (A) non coincide con B (ma con un suo sottoinsieme -
proprio), si dice che f & una funzione da A in B, se invece
'f(A) coincide con B, allora si dice che f & una funzione da
‘A su B. Si noti che, invece, f ¢ sempre definita per ogni

Una variante equivalente di tale scrittura sard per noi:
: : elemento del dominio, ciod & definita su tutto A. -

- [ €B
4.2. Simboli e significati. Chiusa cosi la lunga digressione
sul concetto di funzione, torniamo alla nostra semantica
logica. '
Intuitivamente, 'operazione semantica per eccellenza con-
siste nel « dare un significato ». Nel nostro caso, in partico-
lare, si tratterd di « dare un significato » ai simboli del lin-

dove, per definizione, B* & l'insieme delle funzioni da A a B.

Dato un elemento ¢ di A, si chiama immagine di a se-
condo f quell’elemento b di B che resta associato ad 4 me-
diante f. Scriveremo:

flay=1b

. per esprimere la. corrispondenza stabilita da f tra 4 e b. Sussi-
stendo l'uguaglianza f (a) ='b, si suole  identificare f (a)
con b, e si dice che f () & I'immagine di 4 secondo f.

17 Un sottoinsieme X di B si dice proprio se ogni elemento di X

& un elemento di B, e esiste qualche elemento di B che non & elemento

di X
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guaggio, ad esempio a una variabile enunciativa o a una-

variabile individuale. Questa operazione di « attribuzione di
.un significato » pud essere immaginata, anche se piuttosto
grossolanamente, come consistente nel fissare una corrispon-
denza tra simboli (o certe successioni di simboli) del nostto
linguaggio e oggetti « non linguistici », elementi di un in-
sieme che chiameremo wuniverso di interpretazione, la cui
descrizione rigorosa daremo alla fine del paragrafo. Per ora,
" basterd dire che, ad esempio, alla variabile enunciativa p,
faremo corrlspondene. il suo valore di verita, che ne rappre-
senta estensionalmente il significato (e come tale appartiene
all’insieme-universo di interpretazione); alla variabile indivi-
duale x faremo cotrispondere una costante, che ne rappreséenta
estensionalmente il significato (e come tale apparuene sempre
all'insieme-universo di interpretazione).

Oggetti non linguistici sono dunque, come si vede, i signifi-

cati degli elementi del linguaggio. In pratica, quanto stiamo

facendo si precisa col porre una corrispondenza tra simboli
dell’alfabeto di un linguaggio e loro significati, assumendo
che, prima di aver stabilito tale corrispondenza, i simboli
‘siano, come si dice, « privi di significato ». Potrre questa cor-
rispondenza simboli-significati si rivelerebbe in realtd un’ope-
razione di una complessitd disperante nel caso del linguaggio

comune o « naturale », a causa della molteplicita di significati

che possono essere assunti da uno stesso simbolo o da una
stessa parola (o successione di simboli) 8. Questo inconve-
niente non si pone invece per i linguaggi costruiti « artifi
cialmente »: infatti, nei nostri linguaggi formali, & possibile

far cotrispondere ad ogni simbolo un solo significato, stabi-

lendo cosi una cotrispondenza univoca simboli-significati.

La nostra operazione dunque, riferita ai linguaggi arti-
ficiali, ¢ possibile e sensata. Indicheremo nel seguito con 5

I'operazione che stabilisce la corrispondenza univoca tra gli

18 Ad esempio, la parola « capo » assume significati di volta in

volta diversi nelle frasi: « mettersi a capo di...
spalle », « Capo Nord », ecc

N

», « avere il capo sulle
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elementi dell’insieme dei simboli ® (o argomenti di b, consi-
derata come una funzione) e gli elementi dell’insieme-universo
~di interpretazione (o valori di b).

Tutto il nostro procedimento, a questo punto, non & che
il primo passo verso una descrizione pid rigorosa dell’opera-
zione intuitiva di « dare un significato ».

4.3. L’interpretazione. Nel primo capitolo, descrivendo la
semantica enunciativa, si & alluso implicitamente alla diffe-
renza tra significato intensionale e significato estensionale dei
simboli. considerati (variabili enunciative e connettivi logici),
- Scegliendo il punto di vista estensionale, convenimmo di
identificare un enunciato con il suo valore di verita. Il signi-
ficato di un enunciato non era il suo « contenuto », cioé « cid
che esso dice », ma la sua falsitd o la sua veritd, ciot 0 o 1.
Per i predicati il nostro scopo & ora pii modesto. Non ci
proponiamo di dare qui una descrizione completa della se-
‘mantica del linguaggio predicativo LP, ma ci contentere-
mo di tracciare uno schizzo - dell’interpretazione dell’alfs-
beto.e delle espressioni aperte di tale linguaggio, restando su
un piano - puramente estensionale. Il lettore ha presente la
tabella del linguaggio predicativo data a p. 81; cid che ci
proponiamo di fare & scrivere un’analoga tabella per i signifi-
cati dei simboli, variabili e costanti, di tale linguaggio, e di
presentare la tecnica di interpretazione delle espressioni aperte.
Non interpreteremo le espressioni chiuse del nostro linguag-
gio, poiché cid darebbe luogo ad alcune complicazioni, dovute
alla presenza delle variabili quantificate 2,

Il primo insieme di simboli della nostra lista & quello
elle variabili enunciative, la cui interpretazione & stata gid
(illustrata nel capitolo precedente. Brevemente, perfanto, di-

,: 19 E come vedremo, di quelle successioni di simboli che sono le
 espressioni.
20 Per una descrizione completa della semantica logica del lin-
“guaggio predicativo, si rinvia in particolare ai citati volumi di ‘Mangione
E Pasqknr}elh Magg10r1 difficoltd tecniche presenta lesposmone di
Casari [8
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remo che le variabili enunciative costituiscono linsieme de-
gli argomenti della nostra funzione interpretazione b, chia-
miamolo E, ai quali essa fa corrispondere, come wvalori, uno

dei due elementi dellinsieme V = {0, 1} Cioe, schemati- |

_ Camente: '
h: E—>V,
0, in una scrittura che sappigmo equi‘valel'nte:‘
‘ -~ h(p)EV,
che dice esplicitamente che il valore di una variabile enuncia-

tiva p nell’interpretazione b appartiene all’insieme dei valori
di verita. ‘ '

Quanto alle variabili individuali, abbiamo gia accennato

che il loro significato ¢ dato dall’individuo o oggetto dell’in-

sieme su cui esse variano; poiché tale insieme costituisce, -
come pure abbiamo detto, il nostro universo di discorso U, il

significato di una variabile individuale x sara l'oggetto corri-

. . 3
spondente, secondo b, dell’universo; Indicando con I Tin-

sieme delle variabili individuali, possiamo scrivere:

' " h1I->U,
o, equivalentemente: :
- h(x) € U.

Quest’ultima scrittura sta ad indicare semplicemente che 5

fa corrispondere a x un elemento dell’universo U, ad esempio
a. Scritto per esteso, b (x) = a € U (si ricordi la def1mzlpn¢
di immagine di un elemento secondo una funzione data). Ciog,

usando una terminologia ormai nota, 4 rappresenta il valore

di x secondo A. LY
Pii complessa si presenta linterpretazione delle variabili

predicative. Cominciamo con le variabili’ predicative monadi-
che. Ancora una volta ci tornera utile considerare I'universo di-

discorso i cui elementi sono gli uomini e gli dei, e la pro

prietd « essere mortale ». Indipendentemente da altre consi-

derazioni, che ci porterebbero sul terreno dell’interpretazione

%4

Y

intensionale, possiamo usare la nostra proprietd per sepa-

 rare I'insieme degli uomini da quello degli dei: le gia accennate

considerazioni intuitive ci suggeriscono infatti che & « falso »

~ attribuire la proprietd « essere mortale » agli dei, mentre &

« vero » attribuirla agli uomini. Convenzionalmente, pertanto,
stabiliamo di attribuire il valore di verita 0 allenunciato che
risulta dall’applicazione della proprietd in questione a un dio,
‘e viceversa il valore di verita 1 all’enunciato che risulta dalla.
applicazione "della stessa proprietd a un uomo. In breve, cid

~si pud riassumere scrivendo:

Y

. 0, se x & un dio
« x ¢ mortale » =

1, se x & un uomo.
Esemplificando:

« Socrate & mortale » =1 « Giove ¢ mortale» = 0
« Platone ¢ mortale » = 1 « Giunone & mortale » = 0

‘Dato lo stesso universo di discorso, & evidente che, usando
una diversa proprietd (per esempio « essere di sesso maschi-
le») si avra, in ‘generale, una situazione diversa, cioé una
diversa attribuzione dei valori di verita agli enunciati risul-
tanti dall’applicazione della nuova proprietd agli stessi in-
dividui.
 Dato quindi un universo di discorso U e una proprieta
qualsiasi, si pud dire che essa si comporta, estensionalmente,
come una funzione, che prende il nome di funzione caratte-
ristica, che « discrimina » gli oggetti di U in due ‘insiemi:
linsieme degli oggetti che la soddisfano e quello degli oggetti
che non la soddisfano, Una proprietd & dunque una funzione
da U a V. Se Il'interpretazione estensionale di una variabile
enunciativa consisteva nell’attribuirle come significato il suo
valore di veritd, Dinterpretazione estensionale di una varia-
bile predicativa - monadica consiste nell’attribuirle come si-
gnificato la proprietd corrispondente, identificata con la fun-
zione caratteristica. In altre parole, I'interpretazione b associa
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a una variabile predicativa P una funzione f, che va dal

Tuniverso di discorso U all’insieme V dei valori di verita.

In simboli: ‘ i
bh: P > F,

dove con P abbiamo indicato I'insieme dei simboli<di variabili

predicative, e con F linsieme delle funzioni da U a V, cioe |/

del tipo: '
]lp: U - V

In altr'; terrhihi:
h(P)E V"

 Quest’ultima scrittura rende evidente che il valore che la fun-
. zione b assume quando ha come argomento una variabile pre- -
“dicativa & un elemento dell’insieme delle funzioni dall’'universo |
“di discorso all’insieme dei valori di veritd, ciod una funzione
che ha per argomenti elementi di U e per valori elementi:
di V. E opportuno sottolineare che la funzione 5 porta sim-
boli in significati, mentre la funzione f, porta significati in.
.altri significati. S : !
E ora immediato ricavare, dall’interpretazione di una va
riabile predicativa e dall’interpretazione di una variabile in
dividuale, I'interpretazione di una variabile predicativa appli:
cata a una variabile individuale, ciod Iinterpretazione di una
espressione aperta della forma Px. Per esplicitare il mecca
nismo dell’interpretazione, esaminiamolo passo per passo
1. Si interpreta P, ottenendo, come si & appena Visto,
b (P) = f,. 2. Si interpreta b (x), ottenendo, come sappiamo
b (x) = a. 3. Si interpreta f, (a) come 0 o come 1, a seconda
che 4 non soddisfa o soddisfa la proprieta f,. Riepilogando

l

2

0, se 4 non soddisfa f,,,

b P()T=[h (P) b (x)]=f, (a)=

1, altrimenti.
Il nostro ragionamento pud essere generalizzato al cas &
di predicati di pit variabili. Ad esempio, consideriamo ancor
una volta il predicato « essere minore di », denotato con N,

¢
X

%

. . 9 . . . ‘ v - s .
def1n1to sull’insieme dei naturali N (il nostto universo di di-
scorso). Al solito, I'interpretazione estensionale di N c¢i sar

data da: ;
) h (N) = fzv;

- dove fy & quella funzione che porta le coppie ordinate 2

<.x, y?. (dove x, y € N)in 1 o0 in 0-a seconda che x sia o
meno minore di y. E facile riconoscere in fy la funzione carat-

- teristica definita pit sopra. Esemplificando, avremo:

N A
fn(1, 1) =0
(L 2) =1 41111 1]11]0
31111010
fw(2,1)=0
LAGE 211 |1
2 2= 0 100 1o
b2, 3) =1 Pbjogjojo o
. ~ -~ 0l0]o0o]o0o|o0]oO
- >
0 1 2, 3 4 N

A fianco riportiamo anche una rappresentazione grafica

del predicato considerato, mediante gli «assi cartesiani ». La

ettura del diagramma & familiare a chiunque abbia qualche

n}?zxgne di matematica elementare: sia 1'asse delle ascisse
lc\] e queHo delle ordinate rappresentano la serie dei naturali
. 3 una copbi . ST S

; ppia ordinata qualsiasi di naturali, il primo sul-

‘asse delle ascisse, il secondo su quello delle ordinate, (ad

esempio <3{ 4>), corrisponde un unico elemento dell’in-
sieme {Of 1} (nel nostro caso, 1: & infatti vero che «3 &
minore di 4 »).

5 -Le coppie ‘(?rdlnate <x, y>> (dove x, y sono naturali qual-
1a§1)_ si - considerano elementi dell’insieme denotato con

21 . . . : .
Una coppia < x, y> si dice ordinata < x, y ~ H oy, x>
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N X N, che prende il nome di prodotto carteszlano (in an(aii ’
' ’ . . . . . ’ Opple :
i i assi ). L’insieme di tutte le c ‘
logia agli assi cartesiani). siel _ coppi |
NgX Ng che soddisfano N, costituisce, come ormai1 sapf1ir;c1>;
l’insiern,e' degli argomenti di fy che assumono va ore
corrispondenza:

Sulla base di quanto facemmo a proposito dei predicati
‘monadici, sar3 facile al lettore ricavare a questo punto linter-
pretazione delle espressioni aperte risultanti dall’applicazione
di un predicato #-adico a una n-pla di variabili individuali.

Con cid abbiamo esaurito la descrizione della tabella dei
significati dei simboli variabil; del nostro alfabeto. Passiamo
ora ai simeboli costanti: connettivi e quantificatori.

‘ Quanto ai connettivi, gia sappiamo che il significato di un
connettivo & in sostanza la sua tavola di verita: In questo
caso h non fa che associare ad ogni connettivo la rispettiva
tavola. Come & stato spiegato (cfr. il cap. precedente), tale
avola non & che la materializzazione di una ben precisa fun-
zione, che abbiamo chiamato funzione di verits. Tale funzione,
4 sua volta, associa a un valore di veritd o a una coppia .
di.: valori di veritd (a seconda che si tratti dj un connettivo
monoargomentale o biargomentale) un determinato valore di
verita. Interpretato secondo 4, dunque, un: connettivo &

‘una funzione che’ assume argomenti nell’insieme V, o nel-
linsieme V X V, e

valori nell’insieme V. Tale funzione rap-
presenta dunque il valore della funzione-interpretazione 5.
. Per spiegare la cosa, consideriamo, ad esempio, il caso
del connettivo 1. Applicando 4 a 7, si ottiene dunque una
unzione, denotiamola con f., che al valore di verity 0. asso-
cia il valore di veritd 1, e viceversa. La funzione b

\ , applicata
7, assume quindi il valore £., cio¢, schematicamente: ”

fi NXN =V,

donde, al solito (ponendo N ><‘N = N?2):

b(N) € v

(Si noti .ch'e I’insieme (i:i'tclil'ttf\] 1>e< lc\;)};kplie che sodcfisfano Ni
ttoinsieme proprio di N .
e S b, ke L ST
icato di una variabile (o mo . lic
e iy e e e i
izza i ati di ,
;?iizzijt?oa;—(;z:isi(zi 51 Iiretallc'caso’_ un predicato delf ger}exfe,w ch
denoteremo con Pm, sard descrivibile come una funzione:

forr UXUXUX .. E/U—>V.

.. -n volte

j Concludendo, potremo dunque rappresentarci un :;Zio
“cato' n-adico come una funzione i cui ar%omzr.m in‘é ividu;
sull’universo di discorso (sono cioe 7,1—upe1 P divicy
o oggetti di U*) e i cui va.lon sono o 0. o L (‘<:1oeer
o laltro elemento dell’insieme V).’-In.dlcandcg) p r el
" UXUXUX ... XU con U e I'insieme di tutte le iu

h()=f.

sua volta, f., applicata a

j 0 assume il valore 1, e viceversa,
io¢ schematicamente: \ '

n volte i o R(0)=1
zioni da U a V con V%, potremo scr1v.ere-. | L(1)=0

b(P") e VUn’

a sostanziale differenza tra A e f- consiste, anche qui, nel

tto che b porta da simboli a significati, mentre /- potta da

‘ - icativa. 7-adica &, secondo b, un ele
iod abile predicativa #-adica ¢, e T
cioé una varl predi ignificati ad altri significati.

‘mento dell'insieme delle funzioni da Ura V.
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~Riassumendo:

-

~diata) sara:

100

)
) . <. .
Concludendo, nella solita scrittura, avremo che:

h(1) € VY,

dove & messo bene in luce come il valore di b, applicata a 7,
sia una funzione da V su V.

Vedxamo ora come si effettua lmterpretazmne della

espressione che si ottiene dall’applicazione del connettivo 1 a
una variabile enunciativa p, cio¢ linterpretazione di —p.

 Mediante la tecnica ormai nota, si percorre il cammino gia
illustrato: 1. Si interpreta p, cioé si applica a p la funzione b.
h(p) =0, oppure b (p) = 1. 2. Si interpreta 7, otte-
)—— f~. 3. Si apphca il o

Si ha:
nendo, come si & appena visto: b (
valore di A (™), cioé f., al valore' di (p), ciog, o 0 o 1.
Nel primo caso si ha-f-(0) =1, nel secondo f.(1)=0.

h(mpy=1[h(7

(0 =1
h(p)] = / 0

f- (1)

'Lasciamo al lettore linterpretazione, secondo b, dei rima- |

ad_ 1

nenti connettivi. Come traccia, il lettore rifletta che,
esempio, nel caso della dlsglunzlonc si avra:

h(v) € V‘
(dove, naturalmente V2=V xV={<1 1> <1, 0>,

<0, 1>, <0, 0>1}). La tavola di verita della disgiunzione
(la cui lettura, basata su un’analogia gia chiarita, ¢ imme

v A
1) 1] 1
0| 0] 1

0 1 \

Proseguendo  nellinterpretazione del linguaggio predica
tivo LP, restano da considerare i suoi simboli pit caratteristici:

i due quantificatori. Anche per quel che riguarda i quantifica-
ctori il valore assunto dalla funzione interpretazione & una

funzione. Brevemente, in simboli, avremo:

h(V)y=f
h(3) = fa

I

Si tratta ora di vedere come agiscono 'rispettivamente
fv e fs. Abbiamo gid mostrato come un’espressione quan-
 tificata corrisponda a una congiunzione o a una disgiunzione
“estese a tutto I'universo di discorso, a seconda che nell’espres-
sione considerata compaia il quantificatore universale o il
* quantificatore esistenziale. Sappiamo inoltre dalle tavole di
“veritd della congiunzione e della disgiunzione che una con-
- glunzione assume il valore 1 se tutti gli enunciati che la com-
- pongono assumono il valore 1, e soltanto in tal caso; mentre
_una disgiunzione assume il valore 0 se tutti gli enunciati che
la compongono assumono il valore 0, e soltanto in tal caso.
Possiamo dunque -interpretare i quantificatori come funzioni
che a successioni di valori di verita associano uno dei due va-

‘ ori~di verita, secondo Je seguenti tabelle:
V)=f p(I)=1f
£ ({0,0;...,0})=0 f({0,0, .., 0})=
v ({0, 0,..,0,1,1, ... 1})=0 fg {0,0, ... 0 1, 5, 11)=1
f {1,1, 1})“1 a({1,1, . })-—— 1r

Possiamo scrivere le due tabelle precedenti in modo pit
compatto, convenendo di non considerare, nelle successioni
che costituiscono gli argomenti di fy e d1 f3, le eventuali
rlpetlzlom di uno stesso elemento: '

f({0}) =0 f2({0})=0
({0, 1) =0 fa{0, 1}y =1
,fv({l}'):l f>({1}) = 1.

Infattl per conoscere il valore di fv e di fs, ci basta
sapere se la successione che costituisce I'argomento della fun-
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: itui i ti 1, op-
sione considerata sia costituita da tutti 0, o da tut qua;,, b 1})0
: i sapere
alche 1.-Non importa

ure - da qualche 0 e qu Non _sape nti
E q‘uantz’v 1 costituiscono la successione, po1che,' cor_nen . inJa
piamo, basta che - solo enunciato di uila congluxllzmmente

| ’ | | iunzi i e analoga

3 junzione sia falsa, ‘
falso perché tutta la congiunz a falsa g
) iato di una disgiunzione .

basta che #n solo enunciatc . cro pe
ché tutta la disgiunzione sia vera. Ne-l caso polhchlf;l ut (gii

iati si veri, sia la loro congiunzione che la lo;
S matone. o e e Vi ' tti gli enunciati sono
sgiunzione sono vere, e, viceversa, se tu g]{l uasiad o

| isgiunzi a lo ;
i, ia la loro disgiunzione che | |
falsi, sono. false sia ‘ | ¢
funzione. ’ . o
: Riepilogando, fv € fa sono funzioni i cui zutg‘c;men'?0 6
. v s _

~tutti e soli i sottoinsiemi non vuz,(;tl dell. 1n§1€1:fne , 1,
e i cui valori sono elementi di V#. In ;1m oli:

- b(V)=f € V"

b (3) = f 3 € \'A

A questo punto, dovremmo passare all’interpretazione dt;

y tificat c i ertito, ¢

le espressioni quantificate, ma, come ‘ab.blam‘o aﬁ:e i C,m

darebbe luogo a qualche complicazione che va o ‘

tere elementare di queste pagine. o paragrad
Possiamo riepilogare i risultati ‘di questo p

una tabella, come promesso al lettore 'a suo tempo.

Significati

5., Simboli

“yalori di veritd (elementi
di V)
. L di U)
iabili indivi i costanti (elementi di
sariabili individuali . anti (elem Oy
Ylariabili predicative. 7-adiche| funzioni n-adiche (ele

variabili enunciative

i v ]

ivi funzioni di_ verita (elementi
connettivi funziond 2, i

quantificatori - funzioni' di quantificazione

(elementi di VV).

) i di oo gl i I’ins
2 T sottoinsiemi non wvuoti di V sono gli elementi dell’ins

.W={{0},{0, 1’}7‘{\1.}} s '

\,
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Siamo ora in grado di descrivere U'universo di interpreta-
zione del linguaggio predicativo (cfr. 4.2) come il codominio
di b ciot I'unione degli insiemi V, U, VU* Vv, v oyw,
Detto H l'universo di interpretazione si ha:

H=VUUUVTUV UV Y™

\

5. Conclusione. Nota bibliografica

Se qui si conclude la nostra esposizione, qui comincia la
oria logica dei predicati, con i suoi sviluppi.e le sue appli-
zioni pid interessanti. Il taglio estremamente elementare
che si & voluto dare a Queste pagine ci impone a questo punto
di rinviare al capitolo di C. Cellucci dedicato a La logica come
teoria della dimostrazione il lettore desideroso di conoscere
sviluppi tecnici e teorici pit elevati. La conoscenza di tali svi-
luppi, se richiede una maggiore applicazione da parte del let-

re, ¢ d’altronde indispensabile per superare la possibile sen-
sazione che le tecniche sin qui esposte si riducano a un’ele-
ante ma sterile riformulazione di problemi tradizionali.

Per un ampliamento, in questa direzione, dei propri studi
ogici, il lettore potrd tenere utilmente presenti  alcuni. dei
molti trattati ormai esistenti in lingua o in traduzione ita-

a. Si tratta di volumi per lo pit citati nel corso di questi
€ primi capitoli, che elenchiamo qui di seguito sistemati-
mente in ordine di complessitd crescente.

1] E. Agazzi, La 'logz'ca simbolica, Brescia, La Scuola, 1964,

A. Pasquinelli, Introduzione alla logica simbolica, To-
rino, Boringhieri, 19632,

3

J. Lemmon, Elementi di logica, Bari, Laterza, 1975,

W.V.O. Quine, Manudle di logica, Milano, Feltrinelli,
704, - ‘

b.iMangibne, Elementi di logica matematica, Milano,
oringhieri, 1964, '
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[6] P.S. Nov1kov Flementz di logica matematzca Roma,

Editori Riuniti, 1975.

f7] E. Mendelson, Introduzzone alla logzca matematica, To-

rino, Boringhieri, 1972.

[8] E. Casari, Lineamenti di logtca matematica, Milano

Feltrinelli, 19674

Infine, un’eccellente « guida » alla problematica logica con

temporanea ¢ rappresentata da

‘M. L. Dalla Chiara Scabla Logica, Milano, Isedi, 1974.

Per una bxbhografla piti. estesa rlmandlamo selnz altromal
Vi
testi citati nelle note bibliografiche dei due capitoli segue
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Paolo Freguglia

Per la storla della logica matematica:
la formalizzazione

‘ Qualche preliminare

Ci & sembrato opportuno cominciare questo nostro con-
ibuto pregsando didatticamente il significato della stessa
arola « logica » e chiarendo, quanto pid brevemente possi-
ile, le esigenze che conduco'no ad una trattazione storico-ge-
etica del problema proposto nel libro, ciod della formaliz-
zigne e quindi di alcune interessanti parti della logica.

In- questa esposizione si intenderd per logzca lo studio
delle forme del corretto dedurre, il cui primo esame troviamo
egh Analitici Primi di Aristotele. Ci sono. perd altri modi
i intendere la parola «logica» e si possono riassumere
chematlcamente in questi:

1. logica come generica metodica di indagine, come
.arte del pensare » piuttosto che « arte del raglonare » (vedi
2 logica di Port Royal);

2. logica intesa come la kantiana log1ca trascendentale
he 'si occupa delle condizioni a pr1or1 che rendono possibile
na « conoscenza » obiettiva. Essa si pud considerare qumdl
na parte della gnoseologla

3. logica come metodologia delle scienze empiriche,
perlmentah (vedi Stuart Mill);

: 4. logica come 1nterpreta21one ‘razionale del reale (vedi
egel e poi idealismo: logica della flslca‘rloglca dell’arte, ecc.).
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Dunque la « logica» cui qui ci riferiamo & la logica delle
forme corrette del ragionamento, la -logica formale, appunto.

Chiarito cid ci si pone subito il problema: quale senso
ha fare la storia della logica formale. o

Intanto vale la pena ricordare che autori della grandezza
di Kant [1] e della fama di Prantl [2] sostennero la asto-
ricita della logica, nel senso che tutto quello che si poteva’
sapere sulla logica formale era stato’ detto da Aristotele. -

Cid ci pud sbalordire, ma in effetti tanto per Kant quanto.
per altri si trattava di veri e propri pregiudizi che nascevano
in un ambiente senz’altro poco entusiasta per gli studi logico-
formali. Ma anche quando questi studi ripresero interesse
(seconda metd dell’800) si assistette sempre a pregiudizi nei
", confronti dello studio storico della logica: si ritenne infatti
« cosa rudimentale » la logica precedente. '

Accadde cosi che si scoprironoleggi logiche gia sufficiente-
mente note e studiate in special - modo nel medioevo (si ve:
dano gli studi di Bochenski [31). . &

Perché, allora, fare storia'della logica? Rimandando per
una approfondita risposta per esempio a [4], ci limiteremo
a rispondere che ¢ utile I'indagine storica della logica in

primo luogo perché questa:

- 1. aglalzsz' fz'lolo‘gz’ca‘: essa propone e risolve fra Ialtro

gross dp;rc;ﬂ:;m, quali f\ld Tsempio quello relativo alla possi-‘
‘ erpretare alla luce dei risultati odierni ogic:

ol ' tati odierni la logi

ar b . . . . . . lca

istotelica. L’analisi filologica ci consente cosf dj statbililreg in

. L4

2 analisi Lo .
. analisi ambientale: essa ci consente d; inquadrare
)

di. inserire i 5

' e In un ambito cultural

. a , .
tecnico; e ggnerale un certo risultato

3"‘ . . . . R :
- rclz:alg'z critica: essa vuol mettere in luce I’efficacia
a di un certo risultato re rist :
import ’ , confrontare risultati cl
sici e risultati recenti’ d { indi -
sic . | . .
| ; , dando cosi indicazioni alla ricerca.

" Anche per la storia ¢ o1 '
metodi d’indagine or orz rizlrfzioil(ﬁlica’si Ccil)'gtsizgie: t;rln et
: ] )

;znterngl € un aspetto esterno. Questa distinz‘ioie Corriz;zitéz
.meglfo dlpende da due diversi ma interdipendenti punti di
ista: il primo legato principalmente all’analisi filologica, il
ondq a_quella ambientale. Ovviamente 1’analisi- crit,i'ca

otto.dlye.rse angolature, & compartecipe in ciascuno dei sum:
enzionati aspetti e punti di vista. Vorremmo sottolineare
i terdlper.xden?a di questi due aspetti, tenendo presen"ce che

ascuno di essi, preso e sviluppato unilateralmente, rischia di

rdere da un lato parte di significato culturale (,e dall’altro

1. ci consente una interpretazione consapevole dei var
risultati, dando alla ricerca una certa vivacita, in modo che
nuovi risultati abbiano un autentico . significato scientifico
‘e non siano, come non di rado accade, artificiose erudizion
“utili soltanto e forse ad esercitare la mente di chi le propone

2. - rappresenta ’approccio pid idoneo allo studio ‘ed al

,l . . . . . ! .

Pinquadramento degli studi logici; per cui opportunamente

adeguata, & un eccellente strumento didattico; I
3. contribuisce in modo essenziale alla formazione di |} interpretare in modo originale e nuovo una teori

. YIS - . ) : a teoria o un risul-

una coscienza culturale-scientifica. tato’ classico, e quindi prendere le mosse per il SP:ESQI

! e e

rearfct1 , nlcllgv.e tec-mche e nuove teorie. Chiametemo questo

metodo di indagine storica atfivo. Numerosi sono, in campo

Sard quindi opportuno indicare anche se assai di sfuggita
ogico, gli esempi di indagine attiva; basta citarne uno vera-

i principali metodi, comuni d’altronde ad altri tipi di indagine

S
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’ ‘ . . . . "
mente hotevole: la « sillogistica » (assertoria e -modale) di

Ludasiewicz ‘[ 5].

Per comprendere meglio questa metodologia storiografica
(ma un  discorso impegnato in merito esorbita dai fini di
questa nostra esposizione) di cui chi scrive & convinto fau-
tore, varrd la pena’tener presente che la storiografia scien-
tifica non & e non ha come unico scopo la « ricostruzione del
passato ». E certo questo un momento indispensabile, ma
deve essere considerato soltanto il momento iniziale. Lo
storico. pud veramente portare un valido contributo tecnico
 costruendo quello che si pud chiamare il. fondamento storico
~della disciplina o teoria.in questione, parallelo o indipendente

da quello che & il fondamento attuale di esse, legato allo stato :

attuale della ricerca.
Sempre a proposito di interdipendenza un discorso a sé

va fatto per i rapporti che intercorrono fra storia della logica -

formale e storia della matematica in generale. Premesso che
la storia della logica formale o pit precisamente della logica
matematica dall’800 in poi & una notevolissima parte della
storia della matematica, si pud osservare che le relazioni reci-
proche fra matematica e logica nel loro sviluppo storico sono
un fatto costante (vedi [6]): pensiero matematico e pensiero
logico sono sempre intimamente legati da' Euclide in poi. « Se
matematica vuol dire dimostrare, matematica vuol dire appli-
~care la logica. »

E poi. davvero impensabile affrontare lo studio della
storia della matematica moderna, in special modo per quel
che riguarda l'ottocento ed il novecento, senza tener costan-
- temente presente la logica.

Essa, infatti, & indispensabile non solo per affrontare

problemi di fondamentalistica (anzi, la fondamentalistica stessa

per taluni aspettj & logica), ma anche per affrontare problemi
tecnici di natura algebrica (algebra di Boole; algebra univer-
sale; teoria dei modelli; teoria delle relazioni e teoria dei
reticoli), di natura topologica, geometrica (geometria della
logica) e analistica (analisi matematica della logica), in cui
I'interdipendenza fra logica e matematica significa da un lato
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fornire la logica di strumenti matematici e, dall’altro, perfe-

zionare le tecniche di dimostrazione; in tutti questi - casi
non si pud prescindere dall’analisi storica dei rapporti fra

- logica e matematica.

- Infine, tenuto presente il nesso che sul pianc puramente
epistemologico lega logica e matematica, si pud facilmente
comprendere quanto sia indispensabile per la storia della mate-

“matica Danalisi critico-logico-formale dx ogni risultato ma-

tematico.
. Nelle pagine che seguono. faremo vedere appunto come
storico-geneticamente si giunge alla formalizzazione della geo-

metria, dell’aritmetica e quindi della logica stessa.

" Ci sembra infine opportuno rammentare che I’approfondi-
mento dello studio 'storico della logica formale contribuisce
non solo al superamento di pregiudizi di varia natura, ma
anche /e soprattutto al chiarimento del significato di questa
scienza.

Tutto cid & essenziale ed indispensabile per una obiettiva,
profonda e sicura visione storica generale della cultura.
Cominciamo con alcune doverose e necessarie premesse.

2. La. « forma» nella logica antica e medioevale e prime
considerazioni

Ogni buon trattato di logica scolastica o neoscolastica
afferma che « la logica & prima di tutto formale » e che come
tale! ha in prima considerazione la doctrina de recta forma
del ragionamento. Ma lo studio della logica formalmente in-
tesa risale — come & noto — ad Aristotele per il quale il
problema, filosoficamente posto, ha un risvolto che va ben
piti in 13 delle mere esigenze di cotrettezza tecnica e metodo-
logica nei riguardi del ragionamento. Con cid si vuol dire
che vengono coinvolti i rapporti fra logica e ontologia e

1 Vedi [7], p. 118.
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risolti in favore di « una perfetta corrispondenza fra’ forme
del pensare e forme dell’essete » 2

. Forma e Materia sono caratterlstlche della trattazione
classma della logica. La prima riguarda la disposizione e la
combinazione ai fini della conclusione, degli elementi del ragio-

namento (ad es. termini, enunciati). Per quanto riguarda gli
~enunciati si tratterda della loro composizione sintattica:

sog-

' getto, predicato, complementi. In modo un po’ approssimativo
potremmo dire invece che la' Materia riguarda il significato,

il contenuto dei soggetti, dei predicati e dei complementi e

- quindi dei legami che caratterizzano le conseguenze logiche ?.

Lo studio del sillogismo concepito come strumento loglco

" formale 4 costituisce il punto di partenza per gli sviluppi e i

- lausilio della matematica, la sillogistica®. Con cid non va

progressi tecnici della logica e quindi del sempre maggiore
interesse culturale e scientifico di questa disciplina. Questa

nostra affermaz1one si riferisce special modo all’ottocento :

periodo in cui fu affrontata in modo radicalmente nuovo, con

' certo sottovalutato il contributo creativo della scolastica (ve-
- di [3]) la quale fu per un lunghissimo periodo 'érede del patri-

| forma logica & »
della rigorositd di un determinato procedimento logico, “di.

monio logico-formale che le scuole aristotelica, stoica e megarica
avevario costruito non solo in termini di sillogistica assertoria,
ma anche 'di logica prop051z1onale enunciativa e di logica
modale.

Per I’Antichitd come per il Medio Evo lo studio della
dettato da esigenze di rigare. Il problema

' un ragionamento a prescindere da contingenti considerazioni

contenutistiche & a monte di ogni riflessione epistemologica
ed in generale filosofica. Aristotele sente il bisogno di uno

\

2 Vedi [8], p. 328 e peculiarmente il testo aristotelico . (Metaph.
A 7,1017 a 23 ss)
'3 La distinzione Forma e Materia assomiglia molto alla. moderna
separazione fra Sintassi e Semantica.
4 Vedi, per una trattazione filologica classica della sillogistica aristo-
tehca gli stud1 di P. Cosenza [9], [10].
5 Vedi [11], [12]. Per una trattazione loglco matematica moderna

della sllloglstlca vedi [51, [13].
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strumento « imparziale » allo stesso modo di Leibniz, di uno
strumento tale che non solo in sé stesso sia massimamente
rigoroso ma che valga da criterio per la stessa rigorosita..

La forma intesa come struttura dello strumento cono-
scitivo (ad es. del sﬂlog1smo) deve essere I'oggetto delle atten-
zioni del logico; essa & infatti al di sopra dei contenuti e per
questo il suo studio non & altro che la ricerca dei metodi
limitatamente alla rigorosita. ,

L’Antichita ci ha anche offerto la poss1b111ta di riflettere
e di indagare su due fra i pid significativi temi logico-formali:
Vindipendenza e la non-contraddittoriets (o coerenza).

Euclide infatti sente e lascia in ereditd il problema del
suo-V postulato. Problema che si esplicita in termini di indi-

‘pendenza di- quest’ultimo dagli altri quattro, ciog, in altre

parole, di dimostrabilitdA o meno di esso. Ma cid coinvolge
anche altri quesiti che riguardano da un lato la natura, il
senso delle definizioni (termini, opor. ), dei postuldtz
(althpata) e delle nozioni comuni ( xowval Zvvorat )
e dall’altro la non-contraddittorieta, ciot la impostazione epi-
stemologicamente costruttiva degh Elementi e di eventuah '
sistemi geometrici diversi.

L’analisi storica della genem delle soluzioni del problema .
del V postulato sard poi la via maestra che condurri alla
acquisizione della mentalita formalistica,

_Il metodo formale inteso sempre come ricerca di rigo-

- rositd tende per la sua natura anche all’automatismo, al cal-

colo. Infatti quanto meno spazio lasceremo alla ‘congettura
ed alle improvvisazioni quanto pid sicuri, precisi ed univoci

saranno i nostri risultati. Da qui D’esigenza, rivelatasi chia-
ramente per la prima volta con Leibniz, di matematizzare
la logica (cfr. il calculemus: leibniziano)®. Ma in fondo anche

il calcolo, I’algoritmo matematlco ¢ in sé stesso gia un ap-

parato. formale

L’avvento dell’algebra szmbolzca 7 consentira la simboliz-

‘

-6 Vedi [14].
7 Ci si pud rifare alla scuola d1 Cambndge vedi mfra
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~zazione della logica, la trasformazione di questa in vero e
proprio calcolo (vedi G. Boole).

Due aspetti dunque, almeno fin qu1 devono essere acqui-

siti per la formahzza21one Il primo & il distacco degli « stru-
menti logici » dall’oggetto contingente delle nostre conside-
razioni. Questa separazione & astrazione, cio¢ costruzione di

schemi generali che a loro wolta poi « verificheranno » varie -

situazioni contingenti. Il secondo & 1’adozione di un linguaggio
adeguato di natura ideografica' ed universale come strumento
espressivo che elimini ambiguitd ed aspetti retorici.

In questo modo si realizza un primo passo essenziale al
rigore, ciod la chiarezza espositiva. Il linguaggio simbolico
infatti ha come primo scopo la realizzazione della inequivocita
‘delle espressioni del ragionamento. Prima di esaminare la
logica in quanto tale e la sua formahzzazmne esamineremo
| come i metodi della formalizzazione si affermano nella geo-
metria e nell’aritmetica.

3. La formalzzzazzone della geometrm

Come gia abbiamo accennato la. geometrla fu la prima
scienza a prospettare problemi di natura assiomatica. Come &

noto Euclide sviluppa le prime 28 proposizioni prescindendo -

dal V postulato®, cioé afriva a dare il cosidetto teorema
diretto delle parallele (I, 28: a + = a==r//s%) senza
far uso di questo postulato. Poiché perd & necessario caratte-
rizzare mediante un criterio la nozione di parallelismo, il No-
stro inverte I'enunciato precedente (I, 29 : 7/ /s = a4 f=m).
E a questo punto che deve utilizzare il V postulato. I mate-
matici successivi -e lo stesso Euclide [15] non accettarono

supinamente questo postulato perché lo. ritenevano poco evi-

8 IV .poétulaio‘ di Euclide dice: « E che se una retta, incontran-

done (altre) due, forma gli angoli interni dalla stessa parte (coniugati -

‘interni) minori di due retti (la cui somma sia minore di due rettl) le due

rette prolungate all'infinito si incontrino, da quella parte in cui gli

angoli siano minori di due retti ».
- 9 Essendo & e § angoli coniugati interni.
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dente e, nella sua formulazione, troppo complesso per essere

accettato come proposizione primitiva. Infatti talé & rispetto
ai precedenti quattro postulati 1. Questo « criterio di decidi-
bilita » intorno ad una espressione affinché possa essere con-
siderata o meno una proposizione primitiva, cio€ un assioma,

‘& tipico di tutte le teorie assiomatizzate in modo non formale.
.Tale & la geometria degli Elementi;

infatti in questa, per
quanto riguarda i principi, non c’¢ niente che sia e che possa

~essere autenticamente indipendente dal riferimento al conte-

nuto geometrico-fisico ed alla conseguente evidenza.

Tutto questo non toglie che 1’opera euclidea sia un note-
vole esempio di rigorosita. »
" “Geometri greci, arabi e via di seguito si affannarono a
dimostrare il V postulato ritenendo che. esso dipendesse dagli
altri quattro. Di fatto, quando non si imbatterono in-errori,
formularono proposizioni - del tutto equivalenti. Tra queste

‘ultime terremo presente (vedi appresso) quella affermante che

per un punto fuori di una retta & possibile tracciare una
ea’ una sola parallela alla retta data.

A questo punto & da ricordare 'opera di G. Sacchen u (ved1

{151

‘Questo erudito gesuita per dimostrare la dipendenza del V
postulato procede per assurdo: supponendo il postulato in
questione indipendente cerca contraddizioni nelle prime 28

‘proposizioni del I Libro. Come & noto i risultati ottenuti,

da lui creduti soddisfacenti, di fatto non lo furono perché

coinvolgono condizioni non certo meno deboli del V postulato.

Cosi con Legendre (1752-1833) si atriverd a formulare
quei famosi teoremi sulla somma degli angoli interni di un

‘triangolo che fanno a meno del V postulato [15]. Si giunge

dunque ai Bolyai (padre e“ figlio) a Schweikart (1780-1857),
a. Gauss (1777-1855)ﬁe quindi a Lobalevskij (1793-1855),

10 Vedx [15], p. 97.

11 Di questo autore & pregevole la Logica demonstrativa (La logica
dimostrativa) oltre U'Euclides ab omni noevo vindicatus (Euclide emen-
dato da ogni difetto) (1733). :
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cio¢ a quella serie di ricerche e studi che. portarono alla impo-

stazione ed alla realizzazione vera e propria di -una prima
geometria non-euclidea basata su una negazione del V postu-

lato, Si tratta della cosiddetta geometria iperbolica in cui al

posto del postulato euclideo delle parallele. si prende ‘il
seguente:

- Coppie di rette intersecate da una terza retta se formano .
con quest’ultima angoli coniugati interni la cui somma é

mindre di 180° allora non si incontrano.

.

Poco pid tardi B. Riemann (1826-1868) portando ulteriori
‘e grandiose generalizzazioni contempld anche la possibilita di

un’altra geometria -non- euchdea quella ellittica, basata sul

postulato seguente:

[che & un’altra nega210ne del V postulato euclideo. Ma anche

-Due rette complanari hanno sempre un punto in comune

tutto questo & legato ad una raffinata evidenza che nasce da
alcune intuizioni fisiche. Infatti la negazione del V postulato

nel caso iperbolico era legata a ‘supposizioni fisico-astrono-

miche (triangolazioni astronomiche - ecc.) 2, mentre quella

ellittica era suggerita da completezze 31stemat1che di calcolo.

* pata la geometria assoluta (Gauss, Bolyai) cioé quella geo-

Intanto perd un passo avanti per la formalizzazione era
stato segnato: si era constatata sul piano ‘dei tentativi -la

impossibilitd della dimostrazione di dipendenza del V postu-
“lato euclideo dagli altri . quattro,

si erano quindi costruite
geometrie non-euclidee (iperbolica ed ellittica), si era svilup-

metria che prescinde non solo dal V postulato ma anche. da
ogni sua negazione.
A questo punto si prospetta un interessante problema:

bisogna dimostrare effettivamente sul 'piano  teorico la indi- -
pendenza del V postulato, visto che ormai non sembrava pid:

tanto possibile la dimostrazione della sua dipendenza dagli

altri quattro.

12 Gauss e Lobalevskij fecero esperienze -in tal senso.
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Il problema logicamente si imposta e si risolve nel se-

~ guente modo. Si deve ammettere come non-contraddittoria per
 ipotesi la geometria euclidea (compreso il V postulato) dal mo-
“mento che questa si & mostrata tale in duemila anni di svi-
‘luppi ed applicazioni. Se si riesce a dimostrare non contrad-
dittoria anche la geometria non-euclidea (ad es. iperbolica) in

cui si nega il V postulato allora avremmo dimostrato che

tale postulato & indipendente dagli altri quattro perché ap-

punto esso sussiste coeremtemente con gli altri sia come e,

~sia negato. Per realizzare quanto sopra, cioé¢ per dimostrare
la  non-contraddittorietd della geometria non-euclidea (ad

es. iperbolica) bastera rifarci a qualcosa di sicuramente coe-
rente; cid si attuerd rimandando tutto alla geometria euclidea
la quale, come si & supposto prima, & ritenuta.non-contraddit-
toria a priori. Si dovra costruire ciog un modello euclideo della
geometria non-euclidea considerata. _

Cio fu realizzato per primo dall’italiano Beltrami (1868)

[16]. Altro modello che per la sua elementaritd riporteremo,
fu 1deato da F. Klein. Esso consiste in quanto segue: si rap-
‘presenta il piano lobac‘fevskuano all’interno di una conica (ad

es. circonferenza, ellisse, vedi figura), ciod i punti propri del
piano sono i punti interni alla conica. Si escludono i punti

~di « frontiera » (i punti cio¢ che sono in ‘effetti punti imzpro-

pri, ciod direzioni), Le rette sono rappresentate dalle corde della
conica esclusi gli estremi. Si stabiliscono quindi altre conven-
zioni rappresentative di modo che tutta la geometria piana
di Lobalevskij viene modellatad



In questo modello & facile dimostrare > la negazione iper-

bolica del V postulato o, che ¢ lo stesso, la negazione di

quella proposizione ad esso equivalente relativa all’unicita
della retta parallela condotta per un punto esterno ad ‘una
retta data. Infatti se si considera un punto P (proprio) € si
conducono per esso due corde (rette) @ e b esse sono parallele

con la corda (retta) ¢, non incontrandola mai, dal momento

che i punti di frontiera non appartengono propriamente alle
corde. Ma anche tutte le corde (rette) « divergenti » (nella
figura due di esse sono tratteggiate) sono, secondo la defini-
zione euclidea di parallelismo (Termine 23), parallele a c.
Dunque la negazione del V postulato non & in contraddizione
coi’ primi quattro ‘postulati, il che significa appunto che lo

stesso V postulato non pud dedursi dagli altri, cio¢ & indi- |

pendente.

Pur essendo sempre nel contesto euchdeo punto, retta e
piano assumono un significato convenzionale nella costruziorie
del modello. Cid costituisce un « trampolino di lancio » per la
formalizzazione . Chi dette di punto, retta e piano una defini-
tiva concezione formale fu D. Hilbert (1862-1943).

Al grande matematico tedesco non interessa la « sostan-
za », D'essenza di quest1 enti geometr1c1 primitivi, essi sono
solo elementi di insiemi generici che, per essere chiamati

quelli che noi intendiamo, devono godere di precise e ben

definite proprieta (assiomi). Hilbert' nei suoi Grundlagen der
Geometrie (I fondamenti della geometria) (1899-1900) [19]

compie il passo definitivo verso la formalizzazione della geome- -

tria. Partendo da tre diversi insiemi di oggetti che convenzio-
nalmente chiama, in modo rispettivo, di punti, di rette e di
piani e da cinque gruppi di assiomi (8 detti di collegamento;

4 di ordinamento; 5 di congruenza; 1 delle parallele e 2 di »

13 In un modello vanno dimostrati gli assiomi della teoria da mo-

dellare (vedi [17]). Nel nostro caso gli altri quattro euclidei valgono.

immediatamente salvo patziale ed opportuna modifica nel secondo.
14 Si tenga presente che nella geometria di Lobauvsku punto e
retta piano sono legau a costruzioni la cui vera origine ed ispirazione

fisico-materialistica & fuori discussione (vedi [18])
(
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continuita), il Nostro descrive in modo del tutto formale la
geometria nel senso che qualunque tipo di oggetti che verifi-

- chino questo sistema potra « rappresentare » la geometria.

Cid che dovra quindi preminentemente interessare non
sara tanto la natura degli enti geometrici, quanto piuttosto

il loro comportamento e ciot soprattutto il fatto che la geo-

metria che si costruisce non sia contraddittoria e gli assiomi
tra loro indipendenti. Né ha allora piti senso indagare se
questi assiomi siano intrinsecamente veri. o falsi, evidenti,
semplici 0 meno. '

La sistemazione hilbertiana pur contemplando come schema
principale e massimale la geometria euclidea, prevede anche

- le varie possibilita delle cosiddette geometrie #on . Cid sfrut-
tando appunto le indipendenze dei vari assiomi fra di loro.

Hilbert (siamo al primo Hilbert) risolve i problemi di indi-
pendenza e non-contraddittorieta, con il ricorso al modello che
perd (‘:ostruisce in .modo analitico-numerico (accettando la
aritmetica come teoria non-contraddittoria a priori).

Dunque con l'opera hilbertiana la geometria si formalizza
in modo del tutto valido anche se, come si pud constatare,
il linguaggio espositivo & quello naturale che pur essendo usa-

4. La formalizzazione dell’aritmetica

- Le prime significative posizioni formalistiche sulla conce-

.zioni del numero si hanno in piena atmosfera positivista per
. mezzo- dell’opera di H. Henkel Teorie der complexen Zahlen-
- systeme (Teoria dei numeri complessi) in cui con chiarezza
‘viene esposta questa concezione del numero. Henkel scrive:

15 Non -solo non-euclidee, ma anche non-arguesiane, non-archi-
medee ecc.

16 Ricordiamo  che Peano nel 1889 (prlma di Hilbert} fa pubbli-

_care dai Fratelli Bocca di Torino I principi di geometria logicamente

esposti usando il proprio simbolismo ed una assiomatizzazione di
notevole interesse.
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« Oggi il numero non & pid una cosa, una sostanza, che esista
autonomamente fuori del soggetto pensante e degli oggett1 che

per i pitagorici). La questione dell’esistenza di un numero non
pud dunque comprendersi se non in riferimento al soggetto

solo cid che & impossibile logicamente ossia autocontrad
dittorio ». ,

Pid tardi, nel 1898, J. Thomae nella sua Elementare
Theorie der analytischen Functionen einer complexen Veran-

variabile complessa), dichiara quanto segue: « La concezione
formale della Aritmetica ammette limitazioni piti modeste che
la concezione logicista. Essa non domanda: che sono, e che
fanno i numeri? ma piuttosto: che ci attendiamo dai numeri
in Aritmetica? Per il formalista ’Aritmetica & un gioco con
segni qualificati vuoti. Cid significa che nel gioco calcolatorio,
essi non hanno altro contenuto che quello loro assegnato dal

regole del gioco) ».

Queste posizioni trovarono in G. Frege un tenace avver-
sario. Non & infatti difficile comprendere come la posizione
formalista anticontenutistica per definizione sia profondamen-
te diversa dal logicismo fregiano che sostanzializzava logica-
mente il numero.

Come ¢ noto Frege. (1879) ¢ il « caposcuola » di quella cor-
rente di pensiero matematico che intendeva fondare la mate-
matica sulla logica (da cui il nome di logicismo al suo « pro-
gramma »), pid precisamente su nozioni puramente logiche
quali concetto ecc. La sua opera contribuira notevolmente a far
progredire il metodo assiomatico, il cui perfezionamento &
assolutamente indispensabile per la formalizzazione. Cosi egli
afferma nei Grundlagen der Arithmetik (I fondamenti della
Aritmetica) che & indispensabile, onde evitare equivoci e ridon-
danze, una chiara distinzione fra proposizioni primitive, ciog
assiomi, tegole inferenziali e proposizioni derivabili.
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lo originano, un principio a sé (come era invece, ad esempio, -

pensante ‘o agli oggetti pensati, le cui relazioni sono rappre-
sentate dai numeri.. A rigore, per il matematico & impossibile -

derlichen (Teoria elementare delle funzioni analitiche di una

loro comportamento rispetto a certe regole di comb1naz1one (le.

Ma vediamo brevemente come Frege arriva a definire il

numero. Intanto per dire che « @ appartiene all’insieme F »

diremo con Frege che « a cade sotto il concetto’'F (che deter-
mina F)». Dato per scontato il concetto di corrispondenza

biunivoca ' il Nostro stabilisce che il concetto F & equinu-
“merico al concetto G se solo se esiste una corrispondenza biu-

nivoca ¢ tra gli oggetti che cadono sotto il concetto F e quelli

che cadono sotto il concetto G.

Allora il numero del concetto F sard il concetto « equinu- -
merico a F », e cioé il numero relativo ad F & estensione -

del concetto « ugualmente numeroso al concetto F »,

Altra definizione importante per la costruzione della
aritmetica fregeana & la seguente:

«# & un numero » significa « esiste un concetto tale
che #» & il numero che gli appartiene ». A questo punto &
necessdrio qualificare ogni numero come appartenente ad un
certo concetto, cid sard possibile dando un elenco, una succes-
sione di definizioni che descriva tutta la successione di nu-
meri, cosi:

~

0 ¢ il numero appartenente al concetto « non identico a sé
stesso »;

et
(¢}

¢ il numero appartenente al concetto « identico a 0 »;

N
(bl

il numero appartenente al concetto « identico 2 0 e a 1 »;

w
(¢4

il numero appartenente al concetto « identico a 0 al
eaz2»
e cosi via.

Queste definizioni sono puramente logiche. C1oe essendolo
chiaramente la prima, lo sono anche le altre, dal momento
che queste sono costruite a partire dalla prima.

Questo tipo di definizioni, pur essendo date « numero per

17 Cioe, siano F e G due concetti (che determinano due insiemi
distinti) una corrispondenza biunivoca & tale che ad ogni a che cade sotto
il concetto F fa corrispondere uno ed un solo &’ che cade sotto G ed
inoltre. ogni &’ che cade sotto G ¢& il corrispondente di uno ed uno
solo a che cade sotto F. .
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numero » in effetti hanno un carattere « generativo », Ci0
da loro un autentico senso di compattezza. o o

Da osservare che la teoria cantoriana in merito ¢ quanto
mai analoga laddove si sostituiscano i ter.rpim fr.ege_anz, q}lal:i,
ad esempio corrispondenza biunivoca, con 1 cantoriani, quali a.1
esempio equivalenza fra insiemi (e'qui;?otenza). Ir_l br‘eve con ,1'
linguaggio di Cantor le idee di Frege si possono rlscrlver§ cosi:

' 4 . .. N s . N
2) Il numero cardinale di un insieme & linsieme di
tutti gli insiemi equipotenti.

b) 1 numeri. naturali 0, 1, 2, 3, ecc. considerati come

numeri cardinali, si possono definire in modo puramente.

logico cosi:

- 0:- & il cardinale relativo all’insieme di cid che non
¢ identico a sé stesso; '
>1: & il cardinale relativo all’insieme che ha per unico
- elemento 0; : .
o 2. & il cardinale relativo all’insieme che ha per uni;i
elementi 0 e 1 '
e cosi via.

Va poi considerato il contributo all’aritmetica di J. W, Di-3
dekind (1888) che in Was sind und was soll¢n die Zdl/?en?
giunge ad una teoria dei numeri naturali che potremo ritenere

autenticamente assiomatica. Dedekind si differenzia da Frege -

per il fatto che mentre il secondo lega — come abbiamo

visto — il numero alla estensione dei concetti e qum'dl inizia -
Paritmetica dai numeri cardinali, -viceversa Dedekind, put

iniziando le sue considerazioni dalla nozione di insieme, prende
in considerazione la concezione ordinale del numero.

11 lettore si sard accorto che nelle concezioni sia fregeane"

‘che cantoriane interviene in modo determinante la nozione dl
insieme. La teoria insiemistica che conseguentemente s1 Svi-

18 Che cosa sono e che cosa devono essere i numeri?
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luppa & regolata pit o meno esplicitamente anche dal seguente
" principio di comprensione:

Dato, un certo concetto, esprimente una determinata pro-
prieta, esiste sempre (ed ¢ unico per il principio di esten-
sione)”” I'insieme di tutti e soli gli «oggetti» che godono
della proprieta.

L'uso indiscriminato di questo principio comporta. la pos-
sibilita di individuare ‘qualsiasi insieme, di qualunque natura
purché concepibile, : . ;

La negativitd epistemologica di tale fatto viene dimo-
strata dall’insorgere delle antinomie. o

Russell (1872-1970) « mise .in crisi » Popera fregeana, co-
-struendo quell’antinomia che va sotto il suo nome. Lo stesso
Frege, pieno di sconforto, dichiara in appendice al secondo vo-
lume dei’ suoi Fondamenti dell’aritmetica (1903) il fallimento
~del proprio programma logicistico a causa di una « scoperta »
. di Russell, comunicatagli dal medesimo con una lettera del

16 giugno 1902. a

- 1l sistema fregeano wiene messo in serie difficoltd da una
_antinomia cosi come era successo nel caso della sistemazione
cantoriana degli ordinali transfiniti, colla scoperta dell’al-
trettanto celebre antinomia detta di Burali-Forti (1897). Una
antinomia dunque, che & una contraddizione interna al sistema,
provoca la crisi del sistema stesso?’; nascono cosi nuovi si-
-stemi proprio dall’analisi delle stesse antinomie, dall’analisi
cio¢ del loro « insorgere ». Il sistema dei Principia — in
fondo — avrebbe voluto rappresentare una restaurazione del
programma logicista, una revisione collegata 'ad una risoluzio-
ne dei problemi sorti con le antinomie. | ,

Vediamo ora in cosa consiste I’antinomia di Russell. Se si
considera il principio aristotelico del terzo escluso (« p oppure
non-p » & una tautologia) assegnato un insieme M, si ha la se-

19 « Due insiemi che hanno gli stessi elementi sono eguali ».
20 Ciot lo rende contraddittorio. Vedi, per ulteriori chiarificazioni,

[20] e, per le conseguenze del teorema dello Pseudo Scoto (ex absurdis
sequitur quodlibet), [21].
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guente alternativa: o M & un elemento di M, o non lo &.

Nel secondo caso insieme si dice « normale ».

Consideriamo allora linsieme G che contiene come ele-

-menti tutti e soli gli insiemi « normali ». ‘

Ci si pone allora il seguente problema: G & o non 2
« normale »?  Supponiamo - dapprima che non sia normale,
allora G & un elemento di G, ma cid contraddice la def1n1-
zione di ‘G perché G deve contenere soltanto insiemi « not-
mali ». A’ questo punto potrebbe. sembrare ‘di aver dimo-
strato che G & « normale ». Ma se G contiene tutti gli insiemi
normali deve anche contenere I’elemento G (se esso fosse
normale), il che significa: che G non & normale. Dunque anche

la seconda ipotesi ¢ contraddittoria, cosicché G non pud essere

né normale né non normale e qu1nd1 non pud esistere, nono-
stante sia stato definito in modo legittimo. '
Questa  antinomia fu derivata da Russell da quella rela-
tiva al numero cardinale dell’insieme di tutti gli insiemi
(Allklasse) antinomia conosciuta da Russell nel 1901.

~~Vale la pena riproporre in modo formale I’antinomia di

Russell per vedere anche « tecnicamente » la sua struttu-
ra [22].

« Con la espressione 7 (x) si designi il fatto che l'oggetto
individuato da x « appartenga » a quello individuato da ». Se
non si fa nessuna 1pote51 11m1tat1va sard possibile la seguente

deﬁmzzone : ] : :

' r(x) =a 71 x (x)°

Questa definizione implica che
V x [r(x) & 1 «x (%)]

risulta: cosi tra i possibili « valori » di x, » da cui si ha:
¢y . 7’(")“"""‘(")

Clo ¢ una’ equlvalenza contraddittoria. Possiamo anche
esprimerci - nel l1nguagg10 della teoria degli insiemi [6] Sia
allora: :

—{xlx x}
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- Russell revisiona il logicismo proponendo la teoria dei tip:
- Zermelo costruisce la sua teoria assiomatica degli insiemi,

(cioe. I'insieme d1 tutti gli insiemi che non si appartengono)
. S1 ha dunque

x€G<—>x¢x

sostltuendo G ad x si ha

(%) G6G<—>G¢G

Ora se vale il principio del terzo escluso si ha:

(**) GeGVGEG

‘Ma risulta chiaro che se & vera la (**) & falsa la (*} e vice-

versa. Analogamente il discorso, cambiando simboli, si ottiene -

per la (-).

Dunque si & dimostrata la proposizione
, p: « G & un insieme normale »

e la sua contraria

5 ' N ..
p: «G non & un insieme normale »

cio¢ il sistema & contraddittorio.

Per rimediare alle antinomie — come si ‘& gia detto —
£ 21
1,

gli Intuizionisti 2, convinti che la responsabilita fosse del
principio aristotelico del terzo escluso, rifiutano tutto cid che
da questo discende talché si prefiggono di ridurre la matema-
tica alla realtd viva, intuitiva e costruttiva del pensiero ren-
dendola indipendente dalla logica classicamente intesa.
Facciamo vedere- ora come secondo le concezioni di Von
Neumann, altro sistematore della teoria assiomatica degli

21 Russell voleva superare con la teoria dei tipi anche le antinomie
semantiche, cioé di natura linguistica (come ad esempio quella del
mentitore) (vedi oltre). Nonostante tutto, successivamente Chwistek e

-Ramsey -constatarono per vie diverse (ed in parte 1nconsapevolmente)-

l'impossibilitd di una fondazione ortodossa’ della matematica sulla logica.
22 Per essi gli olandesi Brouwer, vero e proprio fondatore dell’in-
tuizionismo (moderno), ed Heyting, sistematore.
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iemi. si i ia di . Questa infatti sva-
insiemi, si supera l’antinomia di Russell Q

nisce allorché si distingue la nozione,d.i Nz'nsz'eme da qtl’llellah.cix
classe. Cosi I'insieme di tutti gli insiemi & una classe che chia-
meremo Ens. E questa non & un insieme. n\el senso che qua-
lunque insieme a & un elemento di essa, ciot a 6 Eﬂ;.\

Ora G (linsieme ‘di tutti gli insiemi normali) non & altro
se non una sottoclasse di Ens, cioe G C Ens. )

Non sard quindi mai possibile, in questa gerarchizzazmng

G

insieme:  a

I: »dassc;:
11:

la relazione G € G o anche G € G essendo G in ogni caso

na classe e mai un insieme. o o
“La costituzione di simbolismi, di linguaggi d'l vario_tipo

rappresentano il contributo formalista del logicismo. Diffe-

rentemente dalla geometria classica in cui faceva testo il rife-

rimento alla realtd fisica, le teorie logiciste si rifanno ad idee.,
ad oggetti mentali generici, quanto vuoi, ma comunque men-
talmente ben ‘esistenti e di preciso significafo. In fondo Freg;e\
come Cantor cercavano di rispondere alla domanda: che cos’e
il numero? 11 formalista invece deve domandarsi: come si

comporta il numero? A questa domanda rispose, anche se con

mentalitda « euclidea », il nostro G. Peano. Nell’Arz't'metic‘e;
principia nova methodo exposita (I principi ’dell’arztmetzca
esposti con nuovo metodo) (1889) [23] Peano ‘pa\rte da, nove
assiomi, quattro dei quali riguardano le proprieta dell’'ugua-

glianza e gli altri cinque sono i postulati veri e propri del-4

I’aritmetica. | o i
Il Nostro prende le mosse da tre concetti primitivi, que
di numero, successore, 1 (uno). :

I postulati peaniani sono allora:
P.1: , »
P. 2: il successore di, qualsiasi numero € un numero
P. 3. due numeri non hanno mai lo stesso successore

1 & un numero

P. 4: 1 non & il successore d’alcun numero
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P. 5. se una qualsiasi proprieta appartiene sia ad 1, sia al
successore di qualsiasi numero che la abbia, allora

, questa appartiene a tutti i numeri.

Se il lettore andasse a controllare la teoria di Dedekind
si_accorgerebbe che questi postulati assomigliano molto alle
« condizioni » dedekindiane. . .

.~ Peano compie un passo definitivo verso la formalizzazione
della Aritmetica.. Il suo sistema potra essere opportunamente
interpretato in termini logico-simbolico sia, riferendoci alla logi-
ca dei predicati del primo ordine sia a quella del secondo
ordine. . S ~

" Ma_anche leggendoli come li abbiamo riportati sopra ci
si pud rendere conto della loro - impostazione formalista:
numero, successore e 1 hanno solo valore convenzionale 23.

- Fu Russell che mise in evidenza lintrinseco formalismo
degli assiomi peaniani. Infatti essi non caratterizzano I'insieme
dei numeri naturali ma praticamente ogni tipo di progressione.
Per rendercene conto bastera ad es. sostituire in P. 1, P.2,
P. 3,'P, 4, P. 5ad 1, 2, a successore inteso come x + 1, suc-
cessore intéro come x + 2, a numero, numero pari.

i

5. La formalizzazione della logica

Quanto visto finora riguardava in fondo problemi di
‘natura logica relativi a teorie di per sé extralogiche come la
geometria e l'aritmetica. Problemi quali quelli di indipendenza,
di non-contraddittorietd per una teoria rappresentano rifles-
sioni sulla teoria piuttosto che ella teoria e riguardano la con-
ormazione logica, la rigorosita della teoria in questione. Si
tratta insomma di problemi logici scaturiti da riflessioni epi-
stemologiche, dettate a loro volta da esigenze tecniche ben
precise quali, nel caso della non-contraddittoriets, quelle di
non costruire teorie errate. Si & visto quindi cosa significhi

23 Per taluni aspetti la concezione peaniana della matematica va
titenuta logicista. Comunque la sua impostazione differisce senz’altro
da quella fregeana e cantoriana. Ma sull'opera del matematico e logico
torinese non sembra ancora facile dare un deciso giudizio storico.
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formalizzare una certa teoria o meglio quale & stata la genesi
storica della formalizzazione di questa o quella teoria (geo-
‘metria e aritmetica). In sintesi si & constatato che cid significa

giungere ad una serie di proposizioni primitive (assiomi) indi- -

pendenti fra loro che non conducano a contraddittorietd e che

non predichino intorno alle caratteristiche di una particolare -
realtd significante, ma che siano astrazioni da essa nel senso .
~che possano essere riferite anche ad altre e pid realta signifi- -
canti. Ora invece l'oggetto delle nostre considerazioni sara

proprio la logica, cio il ragionamento formale, i procedimenti

che regolano il nostro modo di ragionare. Vediamo subito-
quali furono le prime formulazioni. Come -abbiamo accennato -
Leibniz * fu il primo a distaccarsi dal modello aristotelico ed

a « programmare » un calcolo logico. Chi, riconducendosi diret-

tamente  alle idee leibniziane, attud per una notevole parte

suddetto programma fu George Boole (1815-1864).
Egli costrui infatti un tipo di calcolo logico abbastanza

generale e di _natuta  algebrica. Definiamo riferendoci alle

elettivi, cosi x + y. Per differenza logica, che indicheremo

_con x —y, si intende l'atto elettivo che determina gli elementi

che godono della proprietd X e non anche della proprieta Y.
Per il prodotto logico, Boole assume anche la legge di idem-
potenza: x - x = x cio¢ x* = x e generalizzando x" = x. Defi-
,nisce quindi l’eleme;ito contraddittorio di x cosi: (1 —)x), ciog
il suo complemento rispetto all’universo 2, Ne discendono al-
cune interessanti- proprietd. Ad esempio, poiché salvo le varia-
zioni e le interpretazioni sopra riportate il calcolo booleano
« funziona » in modo assai prossimo alla consueta algebra,
dalla idempotenza: 2 = x discende 0 = x — x" cioe

0=x (1—x) (-). La (-) debitamente interpretata & niente

gltro che il principio di non-contraddizione, cio& « =1 (pA =1 p)
¢ una tautologia ». Infatti sia x una proposizione, (1 — x)

la- sua negazione, il. prodotto logico la congiunzione e 0 =
la negazione di tutto quello che & al membro destro di (*) (o
‘meglio, « & falso x (1 —x) ciod [p A — pl, ciog¢ & vero —

pA j"p)', Insiemisticamente ciog secondo le classi la (-)
significa che I'intersezione di una classe X con il suo com-

esemplificazioni delle classi (insiemi) le operazioni logiche
booleane. I Nostro indica con 1 'universo del discorso, ciot
la totalitd delle classi, con 0 l'universo nullo, ossia la classe
vuota. Indica allora come prodotto logico (x y) il risultato
(atto) di una successione di atti elettivi x, y che scelgono
prima gli 4 che godono della proprieta X (cio¢ appartenenti:
all’insieme X) e tra tali 2 poi quelli che appartengono anche
ad Y. In definitiva si sceglie un elemento o meglio una setie |
~di elementi che godono, tanto di X quanto di Y. Per somma
logica si intende latto ‘elettivo che determina gli elementi
‘dotati della proprietd X o della proprietd Y ma non di en-
trambe; indicheremo questa operazione, mediante i simboli

plemento & vuota, cict di per risultato la classe vuota.
Dunque Iidempotenza per il prodotto logico esprime il prin-
cipio di non-contraddizione. s

Anche il principio del terzo escluso ( pV Tl p & una.
‘tautologia) pud essere .ricavato dal sistema booleano, infatti:

rt(l—x)=x+1—x=1 ()

1 quatti anche qui sia x una proposizione, (1 — x) la sua
. Negazione, la somma logica sia in connettivo della disgiun-

zione e = 1 stia per «& vera». Insiemisticamente la (--)
significa che 'unione fra un insieme ed il suo complemento
. da l'universo. Infine poiché nel sistema booleano si ha (ve-

: : ‘ : di [12])
24 ] programma leibniziano prevedeva la istituzione di: o

4) una ars demostrandi che doveva costituire lo strumento logico-
formale, il calculus ratiocinator; : ‘

b) una ars inveniendi che doveva rappresentare il modo di rea--
lizzare la conoscenza; C ' ‘
' ¢) un inventarium, cioé un bagaglio di conoscenze « primitive »-
certissime ed universali, da cui dover prendere le mosse.

X =X

2 In effetti il sistema booleano originario prevede di un x un con-

\traél'c‘) [?4? ed un contraddittorio (1 — x); pet un breve approfondimento,
vedi [24]. ' o ' v
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abbiamo ritrovato tutti e tre .i principi aristotelici. In questo
sistema & poi- possibile g1ust1f1care anche la sillogistica, cioe
si possono « derivare » i vari sillogismi, per cui senz’altro la
logica-algebra di Boole & piti generale e pid potente dei
sistemi. classici sillogistici.. Boole matematizza o meglio alge-
brizza la logica ponendosi, cronologicamente 'prima, su un
‘piano per certi aspetti opposto a quello di Frege e del « pro-
gramma » logicista (fondare sulla logica la matematica). Boole

‘pur avendo sufficientemente chiara la distinzione fra momento.

sintattico (combinazioni dei simboli mediante leggi) e wo-
mento semantico (interpretazioni possibili del sistema) tutta-
via lega .ancora il simbolo ad una rappresentazione significa-
~ tiva preferenziale, cio¢ alla logica delle classi. Comunque

— vale la pena sottolinearlo — le concezioni booleane sono pie-

‘namente consapevoli di questi due momenti semiotici e della

‘distinzione quindi fra simbolo ‘e relativo significato. Siamo
quindi gid in un’atmosfera ottimale per la formalizzazione
e questo & dovuto anche al momento culturale in eui fiorf
I'opera booleana. Non si deve dimenticare infatti che & quello
il periodo in cui si risente delle discussioni e dei  risultati
della famosa scuola algebrica di Cambridge nel cui seno prende
consapevolmente forma I’algebra simbolica. Il cammino verso
la completa formalizzazione dei sistemi logici non & certo
breve Dopo Boole, logici quali McColl, Jevons, Piarce, Schro-

der, Frege, Peano Russell sv11upparono e presentarono vari

tipi di sistemi logici con simbolismi non sempre collimanti.
Si deve peraltro aggiungere che, essendo legata alla formaliz-
zazione la chiarificazione del concetto di linguaggio e quindi
della sintassi e della semantica, e cioé¢ in ultima 'analisi la
esposizione rigorosa” di. una teoria, tanto i logicisti che gli
intuizionisti (come d’altronde qualunque altra scuola, conce-
zione della logica) nella formulazione delle loro teorie adot-
tano lo strumento della formalizzazione. Cid ‘appunto per una

esigenza ‘di rigore. Tanto piti che la distinzione fra le sopra--

dette concezioni non si basa tanto sul modo di esprimersi
quanto piuttosto sulle procedure e sulle interpretazioni di
queste, cosicché, ad es. in campo logico, la logica classica
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(logicista) e ben diversa strutturalmente e sintatticamente
dalla logica intuizionista per quel problema rappresentato dal

 D’accettazione o meno del terzo escluso (vedi [6]).

A questo punto sembra anche necessaria la distinzione
tra formalizzazione e formalismo come programma e come
scuola. Quest’ultimo, nato con D, Hilbert, ha delle caratteri-

- stiche_programmatiche proprie che lo contraddistinguono da

logicismo ed intuizionismo, prerogative interessantissime a
‘cui piti in la accenneremo. Nel seno della scuola formalista
si forma il logico P. Bernays il quale nel 1926 % ci fornisce
un interessante esempio di trattazione del tutto formale e
formalistica della logica degli enunciati relativa al calcolo
delle proposizioni che si trova nei Principia Mathematica di

" Whitehead e Russell. Lo riportiamo scrivendo intanto gli

assiomi in- duplice forma: a'destra quella originale ed a sini-
stra una forma equivalente, tenendo presente che, pet definizio-
ne, la forma P — Q & una abbreviazione della forma 7 Pv Q.

Al ﬂ(pvmvzn (pvp)=p
A2 gvipvae) g=>(pVvaq)
A3 1 (pvg)Vv(gVD); : (pVvgqg)—=>(qVp)

A4 "l[pV(pvr)]V[qV(er)] v(qu)]->[qv(er)]

A5 T (Tgv VItV Vv (pval;

(g=>7)—>[(p Vq)%(P v )]
(Altrettanto faremo per la regola di separazione.)

Le regole inferenziali sono:

Regola di separazione (modus ponens):

1 Hv o H — 6
H ' - H

e : 6

26 Axiomatische Unter:ucbungen des Aussagenkalkiils der « Prin-
cipia Mathematica » (chercbe assiomatiche sul calcolo enunciativo dei

« Principia Mathematica»), in Math. Zeit., XXV, 1926, pp. 305-320.




Regola di sostituzione: Se ad un certo punto della, fiimcz-
strazione o della derivazione compare la espressione H si pud
ottenere un passo successivo (della dimostrazione o derivazione)
sostituendo in H ad es. ad ogni occorrenza della lettera p
una sempre medesima espressione ©, In simboli: -

H

P
Zo
Il sistema esposto & un sistema puramente sintattico for-
male. Per essere pid precisi dovevamo riportare:

1.1 Voc_abolarid o alfabeto (ellenco di simboli e segni) ?’

2. le Regole per la costituzione di formule ben formate

(£b.f.) o espressioni 3.

' ' !
 Quest’ultime sono vere e proprie reg9le grampna'ficali cioé
regole che permettono la costituzione Sh espressioni corre»tt;
del linguaggiologico che si va per cons1de.rare..Inf1n.e con gli
assiomi e le regole inferenziali costituivano la sintassi propria-
mente detta del nostro linguaggio (calcolo) logico. Riassu-

mendo una logica sintatticamente formalizzata ha bisogno

della costituzione delle seguenti parti:

- #) Vocabolario. ‘ o
ij) Regole per f.b.f. (grammatica).

iij) Assiomi e regole inferenziali (sintassi propriamente

detta). o |
A questo punto dovremo dimostrare la non-contradditto-
: ) X
rieta di suddetto sistema logico. Il lettore rifletta su quest ul-

27 Cjoé simboli categorematici inerenti la rappresentazione di enun-
- ciati, predicati ecc. e simboli sincategorematici rappresentanti f:o{xiln_egtxvl,

- operatori, quantificatori ecc. Questi simboli possono -essere infiniti se-
condo il numerabile.

"28 Ad es. v — Vv g¢p non & una fbf. per il nostro linguaggio, .

vedi il primo capitolo di questo volume e _[25].
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tima frase: dobbiamo ' dimostrare una proprietd di nature
logica (la non-contraddittorietd) per una teoria logica (quella
sopra considerata). Si procede tenendo presente un risultatc
antico cioe il cosiddetto teorema dello Pseudo Scoto. Questc
teorema_afferma che se in una teoria si pud dedurre una
contraddizione, ciot P e =1 P allora si pud dedurre qualunque
proposizione (ex absurdis sequitur quodlibet). Ebbene, allora,
una teoria non sard contraddittoria se dimostreremo che c’é
qualche proposizione che in essa non si pud dedurre.- Non
si possono perd provare tutte le deduzioni possibili in questa
 teoria (essendo illimitate) per ottenere la dimostrazione in
- 'questione. Dovremo piuttosto ragionare al modo che segue.
E stabilito che la prova in questione vuole essere puramente
sintattica, prescindere cioé da qualunque interpretazione (se-
mantica) del sistema considerato; in altre parole’ ogni espres-
sione in quest’ultimo dedotta vuole essere indipendente da
.qua}s'iasi particolare interpretazione. Cid perd val quanto dire
~che ogni espressione dedotta dovrd valere per ogmi interpre-

- tazione possibile soddisfacente al sistema. Bastera quindi tro-

vare una interpretazione che per almeno una espressione mi
consehtq di dire che essa non ¢ conseguibile dal sistema in
questione. Dovremo allora far si che ogni espressione valida
del nostro sistema, della nostra logica sia distinguibile.

Chiamiamo allora B una struttura costituita da due elementi
{0, 1} in cui sono definite le seguenti operazioni:

1. Diff: 1—5, dove b & un generico- elemento di B
ciot 0 & 0 0 &1 e — & l'usuale operazione di differenza.

2. Prod.: b; X b, prodotto wusuale fra due elementi
generici di B. '

B cosi strutturato & chiuso. Ciod i risultati delle operazioni
1. e 2. appartengono sempre a B.

Vediamo allora cosa significa interpretare. Significhers
far corrispondere ad una espressione sintattica, ad es, ad un
assioma, un certo valore di B. jn modo univoco. Cid sara ef-
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fettuato associando ad una stessa lettera di una espressione Generalizzando siano:
logica sempre un medesimo elemento di B una volta fissato.
Se poi fissiamo altri valori di B distributivamente secondo
sia il numero dei valori di B sia il numero delle lettere che
compaiono nella espressione considerata e quindi. .ir.lterpre- _
triamo, otteniamo tutte le interpretazioni .pos'sﬂ:nh della
 espressione. Cosf ad es. per il secondo degli assiomi del nostro
“sistema abbiamo da prendere in considerazione due sole let.tere,‘
p e a; possiamo dare a queste rispettivamente i seguenti va-

lori di B:

H;j la generica lettera per indicare una espressione (f.b.f.)
della nostra logica #;

B; il generico valore rappresentato da un elemento di B asso-
.- ciato alla espressione (fb.f.) Hj;

allora quanto precede potrd scriversi cosi:
# H; = B, |

F (MH)=1—/79 H,
A F (Hlle):: F H; X # H;

oo

~

- O

etk

Stabilita quindi con un certo rigote la nozione di inter-
pretazione possiamo dare il criterio che ci permette di iden-
‘tificare le espressioni valide. Cid si otterrd affermando che

sono tali (cio¢ che sono valide) tutte quelle espressioni H
alle quali si pud associare per ogni interpretazione, cioé per
ogni- distribuzione dei valori di B, sempre lo stesso valore 0.
Cioe: o :
per ogni F: F H =0, essendo H una generica
espressione della nostra logica. ’

4 -
allora indichiamo con &, il generico elemento di B che si
associa a p-e con by quello che si associa a ¢. Cio? indicando
con £ l’operazione di intepretazione si abbia: ‘

/ F p = by, | f’q :_bq"

Cid ovviamente ancora non basta, bisogna interptetare anche le
operazioni. Allora imporremo che: -
F# (1 p) =1—b, analogamente per ¢
F (Vv q)=by X b
B facile allora interpretare ’assioma A2: ‘
S pV (vl =1—b) X (b X by)
secondo ogni possibile distribuzione dei valori di B. Cio¢ a
secondo membro -
pet bp,=0, b,=0 otteniamo: (1 —0) X (0X0)=1X0=0
» bp=0, by=1 » (1—0) X% (0X1)=1X0=0
(
(

“ Senza esaminare tutte le espressioni della nostra logica,
 basterd vedere se gli assiomi sono validi e se le regole di in-
ferenza conducono da premesse valide ad espressioni ‘valide.
~ Per i nostri assiomi si lascia la verifica per esercizio al lettore
che dovra procedere in modo del tutto analogo a come ab-
" biamo fatto per A2. Per le regole inferenziali verifichiamo
~ solo il modus ponens e ciot la regola di separazione riman-
~dando per la regola di sostituzione a [34]. Allora per la
regola di separazione dobbiamo verificare che se le premesse

-

» bp=1, by=0  » _: (1—0)X (1X0)=1X0=0
»-bp=1, bg=1 » c(1—1) X (1X1)=0xX1=0

- Cid nel caso preso in considerazione si pub- riassume}-e‘
dicendo che « per ogni interpretazione £ dell'assioma A2 in

. 2 Si rammenta (v. [21]) che secondo le usuali regole per £b.f. per
questione abbiamo sempre lo stesso valore 0 ».

enunciati,.la generica lettera che indica un enunciato afomico & una f.b.f.
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~ valgono 0 anche la conclusione vale 0. Si tratta di fai_' vedere
insomma che se ' '

(1) £ (PvQ)=0%
’ (2) £ (P)y=0 ;

- allora: (3) JF (Q) = 0 (ossia bp = 0).
" La (1) si potra riscrivere cosi; (4) (1 — bp) X) b =0
e la (2) cosi: S (5) bp =0 '
- “sostituendo in (4) il valore di bp che si ha in (5) si ottiene:
(1—0) X bp = 0
 ciod _
A bo =0

“che & proprio la (3).
| Duhque da eéptessioni valide si ottengono se.mpre‘ espres-
" sioni valide. Ma cid comporta anche che ogni espressione
derivabile nel calcolo da noi considerato deve avere sempre
‘valore 0 dal momento che i « punti» di partenza delle nostre

derivazioni, le quali si effettuano mediante la regola di sepa-

razione e la regola di sostituzione, sono gli assiomi che ab-

biamo verificato essere tutti validi. E facile allora constatare -
~.che tutte le espressioni (f.b.f.) del nostro: .calcolo che stanno -
" tra loro nella relazione come Q sta a “1"Q non sono tra loro
- compatibili nel senso che se Q ¥ derivabile nel nostro calcolo -

aon lo sara anche —1 Q e viceversa (infatti se Q vale 0,

— Q vale 1 e viceversa). Dunque abbiamo trovato una serie
di espressioni (f.b.f.) non derivabili per il calcolo <_:on51derai1to
Cid per quanto avevamo premesso in partenza cl garantisce

la non-contraddittorietd del sistema logico proposto.

A questo punto si pud studiare indipendenza dei vari 5

. assiomi. .

Bernays constatd che A4 era dipendente. Si badi bene che

30 P e Q sono cspréssioﬁi della nostra logica, mentre bp e bq sono

i rispettivi valori in B di P e Q-
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come osservano i Kneale [26], p. 794, da cui abbiamo tratt
apportando modifiche ed ampliando, I’esemplificazione sop
esposta del lavoro di Bernays, la dimostrazione in questios
“non & basata sulla non contraddittorieta dell’aritmetica, Infaf
‘ad es. la procedura & diversa da quella adottata da Hilbe
per provare la coerenza della geometria (nei Fondamenti del
geometria) mediante Paritmetica (vedi § 2). Per quanto p
riguarda T'uso dei numeri 0 e 1 e delle operazioni considera
esso & del tutto comvenzionale, infatti non sary difficile
struire una struttura isomorfa (ciod che abbia la stessa form
« strutturale ») a B ed usare per 0 e 1 simboli quali « e 8. G;
fa appunto Bernays. Di fatto ci troviamo davanti a un nuov

 interessantissimo episodio che & costituito dalla formalizz

zione della semantica. E chiaro infatti che la struttura indiv

~duata da B (in cui compaiono operazioni, che sono relazior
- particolari) & una semantica per il nostro calcolo del qual

avevamo descritto gid rigorosamente la sintassi. L’uso dell
tavole di veritd che a quanto sopra esposto & intimament
legato, - costituisce il primo passo significativo per la formaliz
zazione della semantica. E chiaro che le cose diventano un pc
piti complesse nelle interpretazioni e ciod nella semantica d

. calcoli per predicati del primo o del secondo ordine (ved

ad es. [17]). Dobbiamo quindi rilevare che anche quand
la semantica (per la.logica) vuol diventare rigorosa ha altret

~ tanto bisogno come la sintassi della formalizzazione.

Le teorie assiomatizzate formalmente sono cosf indivi

‘duate. Esse sono composte da sintassi e da semantica. Per

quanto riguarda la logica, la sintassi & costituita oltre che dal

vocaboldrio e dalle regole per formule ben formate, da assion
logici e regole inferenziali (in alcuni casi solo di queste ultime,

vedi [27]) mentre per quel che riguarda altre teorie oltre ad

~avere gli assiomi logici (espliciti o impliciti) si hanno anche

gli assiomi specifici, cioé assiomi scritti con lo stesso lin-

- guaggio della logica considerata ma che caratterizzano la teo-
~ria in questione. Ad es. per 'aritmetica saranno specifici gli
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. ,f,';f;generale di decisione non va intesa nel senso. che questo

assiomi di Peano opportunamente modificati (vedi [20]).
Oltre a indipendenza e non-contraddittorieta 3! i sistemi formali
hanno altre importanti proprieta, Cosi un sistema si dice che:
& sintatticamente completo quando per ogni espressione H
si pud dimostrare o H o 71 H. Si dice invece decidibile un_
sistema che contiene procedure algoritmico-meccaniche ed ef--
fettive, costituite da una serie finita di passaggi che con-'?‘
senta di. stabilire se una espressione sia. 0 no dimostrabile (o
confutabile). Come & noto [21] la logica degli enunciati & de-
cidibile (tecnica delle tavole di veritd). Per la logica dei predi-
~cati invece Church (1936) dimostra che -in generale questa:
non & decidibile. E cid nel senso che si pud dimostrare I'im-
possibilita della esistenza di un tale procedimento. Natural-
-mente 'affermazione della non esistenza di un procedimento: ;

grammatica nella istituzione della cosiddetta teoria della dimo-
strazione (Beweistheorie). Questa teoria ha per scopo fonda-
mentale la « dimostrazione finitista » di non-contraddittorieta
per teorie formalizzate. Ambizione di Hilbert era trovare un
modo per effettuare questa dimostrazione senza ricorrere alla
nozione di modello . La teoria della dimostrazione ¢ metama-
tematica essendo pit che una teoria matematica una teoria
sulla matematica. L’originario programma hilbertiano fu messo
in crisi da quel famoso risultato di K. Godel (1931} che com-
portava I'impossibilita della dimostrazione della non-contraddit-
torietd di un sistema con i mezzi offerti dal sistema stesso. Pitt
precisamente diremo che, poiché Hilbert identificava ‘la meta-
matematica con l’aritmetica (quella ricotsiva di Skolem) nel
sensg che i problemi della prima eraro perfettamente traduci-
bili nella seconda, e poiché il risultato di Godel dimostrava la
incompletezza sintattica (impossibilita di dimostrare sempre o
H o —1 H) della aritmetica e quindi I'impossibilitd di dimo- -
‘'strare con i mezzi offerti dal sistema formalizzato rappresen-
- tante D'aritmetica la sua stessa coerenza, discendeva necessa-
riamente la fine del formalismo ortodosso, Chi revisiond
notevolmente il programma formalista-finitista fu G. Gentzen
(1909-1945). Egli riesce nel 1936 a dimostrare la non-con-
traddittorietd dell’aritmetica’ adottando sostanziali ed interes-
santissime modifiche alle idee di Hilbert; esse in breve
- consistono: '

procedimento non esista mai. Infatti & possibile risolvere il
problema della decisione per la logica dei predicati monadici
(del primo ordine) che sono particolari espressioni del cal-’
colo dei predicati. In sintesi il calcolo degli enunciati & com-
pleto e decidibile, quello dei predicati del primo ordine & in
generale solo completo, quello dei predicati.del secondo ordine:
¢ né completo né decidibile. L’indecidibilita del calcolo dei
predicati del primo ordine ci. pud stupire se si tiene presente
che esso & completo, cio¢ che possiamo stabilire che ~ogni sua
espressione risulta derivabile o refutabile. Il fatto & che
.questo non ¢ sufficiente per la decidibilitd se manca un algo
ritmo, ossia se non & possibile costruire un algoritmo che:
dec1da almeno quali espressioni siano refutabili.
Il formalismo programmatico, ciog, piti precisamente, inteso
come concezione intorno ai fondamenti della matematica nasce,
come abbiamo gia detto, con D. Hilbert e trova, almeno per
quel che ci riguarda in questa sede, la sua attuazione pro-

1. nell’adozione di una logica notevolmente costrut-
‘tiva, costituita da sole regole, cioé i cosiddetti calcoli natu-
rali, nel caso di tipo L;

2. nell’ampliamento e nel chiarimento -del vago con-
cetto di « finito » hilbertiano, estendendolo al segmento degli
ordinali lungo il quale si intende sviluppare I'induzione
(o = w + 0 + wo® + ..;w essendo il primo - ordinale

31 Ricordiamo che un sistema si dice non-contraddittorio o coerente :

) > che : transfin i[28 -
q}lando in. esso non esiste una espressione H tale che tanto H che — H stinito, Ved [ ]) Ma Gentzen ber dare la sua dimostra
siano dimostrabili (in: esso). Gh assiomi di un sistema si dicono indi-
pendenti se nesstno di essi & dimostrabile a partire dai rimanenti. Per

altre prec1saz1on1 vedi ad es; [20].

32 Nozione alla quale ricorrevamo negli esempi precedenti, v.edi cosf
ad es. § 2e § 3. (Sulla teoria della dimostrazione vedi il capitclo se-
.- guente di questo volume.)
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zione di non-contraddittdrieté terrd presente anche i risultati di
Godel. Questi (di natura sintattica), come quelli di Tarski
(analoghi di natura semantica: la nozione di verita per una teo-
ria non pud essere definita all’interno della teoria stessa) e
quelli di Gentzen. sono tra i pitt fondamentali che troviamo in
campo logico dal 1930 ai nostri tempi. Assieme a questi sono

"da ricordare anche i risultati di P. J. Cohen (1963) sulla indi-
"pendenza dagli altri assiomi della teoria degli insiemi (siste-

ma assiomatico Zermelo-Fraenkel--Skolem, brevemente. ZF).
dell’ipotesi generalizzata del continuo IGC 3 e dell’assioma

- della scelta AS 3, Cid consente la fondazione di matematiche

non-cantoriane (non accettando IGC) e non-zermeliane (non,
accettando AS). T | . '

11 lettore si sara reso conto dell’importanza che hanno

 semantica, sintassi, linguaggio, significato ecc. per una siste-

mazione dei metodi della formalizzazione. Ci & sembrato allora
opportuno precisare qualche notizia al riguardo. Cominciamo-
dalla semantica. Si possono considerare di natura semantica
tutti i concetti-legati allo studio del significato di una qua-

 lunque espressionie. In special modo, & un concetto semantico

" quello di « denotare e definire una cosa », sia nel linguaggio

comune, sia nel linguaggio formalizzato della matematica. Cosi
ad es. i significati di « vero» e « falso»- studiati nella loro
accezione semantica sono eguali rispettivamente a « cotrispon-
dente alla realtd » e « non corrispondente alla realtd ».

Lo studio moderno della semantica & nato nell’ambito
della scuola di Varsavia, dove Lesniewski elaborava i prin-
cipi delle antinomie semantiche e Kotarbinski instaurava un

analisi sistematica dei principi fondamentali di semantica e,
di sintassi. A questa scuola appartiene Alfred Tarski per il

quale il metodo formale della sintassi pud essere supplito da

33 Per dettagli vedi [28]. A

34 AS dice che « per ogni insieme M i cui elementi sono degli
insiemi P non vuoti e senza elementi comuni due a. due, esiste almeno
un insieme. N ciascuno degli -elementi del quale & uno ed un solo
elemento ‘di ciascun insieme P ». ‘
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concetti semantici che a loro volta possono essere définiti in
termini non meno esatti di quelli sintattici. .Un discorso
critico su-l significato & abbastanza complesso per essere af
frontato in questa sede, rimandiamo gli interessatj al fonja:
mentglc volume di Ogden e Richard The meanin f
meaning (Il significato del significato), ¢
.P.os51.amc.)r comunque affermare di sfuggit,é, che non si pud
definire il significato « come cid che viene comunicato atrt)ra-
VErso un segno linguistico », infatti questa definizione presu
pone gia quella di significato, Dovremo piuttosto compi e
glte;mu distinzioni asserendo che i segni del lingua iopcere
le loro relative combinazioni possono  essere 'riguafgati soéf

cgndo ‘11 loro senso (o intensione) e secondo la loro denota-

+zione (o estensione), L '

. ilGloe, se ad es. consideriamo una proposizione, una cosa

< suo se;so, cioe .quello che essa vuol dire, altra cosa & cid
€ essa denota, cioc cid che essa vuole individuare ¥. A

questo punto sara opportuno fare la seguente distinzione fra

il linguaggio simbolico formalizzato e quello naturale:

2. Nel linguaggio naturale il simbolp acquista lla‘

‘ prop‘ria denotazione nell’ambito della frase.

. Immediato & il riscontro epistemologico di questa .distin-
zione: la «conoscenza matematica » & « stabile » fnentre
qu&:lla. esglicitata nel linguaggio ordinario & « instabile ».
Corfleb abbiamo detto in altra occasione (vedi [29]) dovr'emo.
perd patlare di due « aspetti di conoscenza », il primo indefer—
minato (espresso dal linguaggio ordinario), il secondo invece
determinato (espresso dal linguaggio_ simbolico-formalizzato).

-

35 Si persi ) x
blica »- pensi ‘ad es. a locuzioni qugh « Il Presidente della Repub-
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Un altro aspetto del linguaggio & quello sintattico, ciot
la ricerca della struttura del linguaggio a prescindere dalla
analisi del significato, della realtd che esso rappresenta, Quan- -

do si parla di sintassi non si possono tacere i nomi di R. Car-

nap [30] e C. Morris [31], l'opera dei quali puo ritenersi
determinante per lo sviluppo di suddetta- disciplina. Dice’
Carnap che per sintassi dobbiamo intendere «la teoria for-
male delle forme linguistiche del linguaggio, la precisazione
sintattica. delle regole formali che lo governano e lo sviluppo .
e lo studio delle regole e delle conseguenze che ne derivano ».
* Tarski dice che & comunque difficile stabilire un netto limite
tra semantica e sintassi, in. quanto I'analisi di un determinato
“aspetto formale spesso non pud prescindere- All’analisi del~
"significato e del contesto generale -di una certa. espressione.
Charles Motris, invece accentua la distinzione fra le due parti
~della semiotica, cioé tra la sintassi e la semantica, Cosi pure
“egli distingue tra « veritd fattuale » dipendente dalla contin-
genza dei fatti, e « veritd logica », dipendente solo dal si-
gnificato delle leggi semantiche. Tale distinzione — afferma
Morris — & « necessaria ed indispensabile per una adeguata
analisi logica della scienza ». Legata alla formalizzazione della

sintassi e della semantica & anche la distinzione tra linguaggio

e metalinguaggio, ciot tra proposizioni primitive (linguaggio)
e proposizioni che hanno per oggetto le proposizioni primitive
(metalinguaggio). Generalizzando, ciog, si deve introdurre
una gerarchia di linguaggi, ognuno dei quali ha per oggetto
quello precedente. Di qui Tarski prende le mosse per stu-
diare e superare I’antinomia del mentitore. Questa antinomia
si pud formulare cosi: ' N | ’ ‘
chi dice «Io mento », se egli mente, sta dicendo la
wverita; viceversa, se dice la veritd egli mente. :
Questa antinomia potra essere superata solo se non si ac

_ cettano teorie « semanticamente chiuse », ciot teorie nell’am--
bito delle quali si definiscono nozioni semantiche che invece
devono essere inoltrate nell’ambito -delle metateorie ad esse
associate; cioe: non & possibile definire in una teoria la nozione
di verita per la teoria stessa senza cadere in contraddizione.
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La frase « Io mento » appartiene al linguaggio oggetto; stabilire
se con suddetta frase si dice la veritd o si mente significa porsi
nel metalinguaggio. Non solo ma il metalinguaggio (cio& la me-
tateoria) deve essere anche pid ricco del linguaggio (ciog della

. teoria) considerato.

Concludiamo mettendo in evidenza un’interessante con-
vinzione di Tarski. Secondo questi la formalizzazione della se-
mantica del linguaggio naturale pud attuarsi solo in modo

- approssimativo, cercando il minor possibile discostamento da

esso. Questa tesi appare, da un lato, convincente se si con-

“sidera alcuni lavori e risultati di R. Barcon Marcus. Ma dal .

lato della linguistica generativa, trasformazionale (vedi [32],

-[331]) la cosa sembrerebbe posta forse in tutt’altro modo. E poi
assai spontaneo osservare che I'idea della gerarchizzazione

instaurata nei Principia si ritrova pure nella distinzione tra
linguaggio e metalinguaggio, anche se gli intendimenti e le
realizzazioni- sono diversi. Comunque almeno un fine pare
comune: ‘il superamento delle antinomie semantiche.

6. Conclusione

~

La formalizzazione come metodologia per la trattazione
delle cosiddette scienze deduttive (geometria, aritmetica, lo-
gica, ecc.) si & rivelata ormai insostituibile non solo per quelle

‘esigenze rigoristiche e chiarificatrici gid menzionate, ma anche

per la quantitd dei risultati epistemologici scaturiti da questo
modo di vedere le cose. Pure nelle scienze empiriche 1’analisi

logico-formale, sia sintattica che semantica, si mostra, a li-

vellq di applicazione, nonostante varie difficoltd, di notevole
interesse [20]. ’ '

Si deve concludere che la formalizzazione rappresenta il
metodo scientifico moderno (ciod contemporaneo), il modo
che attualmente adottiamo per edificare e per sistemare una
scienza. . _

Come il metodo sperimentale portd sconvolgimento radi-
cale nel modo di far scienza, cost la formalizzazione rappre-
senta il criterio irrinunciabile ai fini della fondazione e della
sistemazione delle scienze.
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Introduzione

Sarebbe i improprio voler spiegare gli sv11upp1 del « metodo
"matématico » unicamente in termini di ricerca del rigore. La
ricerca del rigore acquista. un ruolo predominante solo nei
)mornenn di crisi,- quando le ‘concezioni fondamentali vengono
‘mésse in questione e richiedono una sostanziale revisione.
Cosf nella matematica greca l’elaborazione del metodo assio-
matico, culminante negh Elementi di Euclide, costitui una

Altm bzblzografm

\

E. Agazz, La logzca szméolzca Brescia, 1964.
" — Introduzione ai problemi dell’assiomatica, Milano,

1961. ' tisposta alle difficoltd causate dalle implicazioni geometriche
R Blandwi ) éigogzw ed assiomatica; trad. & F. Costa, Firen- dellirrazionalita di /2 e dai « paradossi » della continuita.
ze

Analogamente nel secolo scorso la revisione del metodo assio- -
matico, culminante nei Fondamenti della geometria di Hilbert,
“costituf una risposta alle difficolta dovute al nascere delle
' geometrie non euclidee, da un lato, e delle teorie dell’ algebra-
| astratta, dall’altro,

In questa luce va vista ’evoluzione della nozione di dimo-
‘strazione. La versione ufficiale, accreditata dagli storici greci,
" secondo cui tale nozione sarebbe nata solo con la matematica
» greca, mentre i procedimenti adoperati, ad esempio, dai ma-
 tematici babilonesi non potrebbero essere accettati come dimo-
strazioni, trova la sua giusta nemesi nella versione uffitiale
- post-hilbertiana, secondo cui le dimostrazioni euchdee non
sarebbero delle « vere» dimostrazioni se non emendate
-secondo il paradigma hilbertiano. In ‘entrambi i casi il cam-
“biamento del paradigma della dimostrazione dipende stretta-

- W. V. Quine, Logica elementare, trad it. F. Gana Roma 1968.

P.S. Novikov, Elementi di logica matematica, trad. it. - di
R: Cordesch1 ‘Roma, 1975.

H. Scholz, Storia della logica, trad . E. Melaﬁdri, Mila-
no, 1962 ' B

- E. Catruccio, I mondi della logica, Bologna 1972.

P. F. Strawson, Introduzione a/la teoria logica, trad it. A. Vi
salberghi, Milano, 1961. C

S."Maracchia, Le matematzcbe come sistema zpotetzco -dedut-
tivo - Proleo storico, Firenze, 1975. E

P. Freguglia, Istztuzzom di storia delle matematiche da un '

punto di vista fondazionale, Genova, in corso di’ pub-
blicazione.
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mente dalla soluzione che viene data alle crisi sopra men- -

71onate

. Tale camblamento conduce ad una inevitabile pro1ez1one

del nuovo ideale di rigore sugli sviluppi precedenti della ma-

tematica, che si basa sull’assunzione che questi sviluppi.siano

momenti di un processo lineare, con caratteristiche largamente
invarianti nelle diverse epoche. Non occotre insistere sul
carattere conservatore di tale assunzione. Basti pensare, ad

esempio, alla sorte toccata alla dimostrazione originaria di
Brouwer del teorema dello sbarramento, che non' tientrando

nel paradigma di dimostrazione corrente ha trovato scarso

apprezzamento, In effetti la credibilitd del teorema & aumen-

tata solo dopo che si & riusciti a sostitujre la dimostrazione
di: Brouwer con un’altra, che pur comportando assunzioni

solo marginalmente pid plausxblh rientra. perd nel paradlgma-

di ‘dimostrazione corrente. .
Per evitare queste conseguenze occorte semptre tener pre-
sente che ogni analisi della nozione di dimostrazione & relativa

ad un paradigma. Cid del resto’& ovvio se si ricorda che la

“parola « dimostrazione » viene usata comunemente per’ desi-
gnare i processi mentali, o pit semphcemente la comunicazione

linguistica dei processi mentali, con cui ci si persuade della

validita di un teorema matematico. Quel cke veniva accettato
come un argomento convincente negli Elementi di Euclide ¢
in molti casi ben diverso da-quel che si richiede oggi.

Il paradigma della nozione di dimostrazione che verrd

analizzato in seguito & quello di dimostrazione espressa in un
linguaggio del primo ordine. Questa scelta ha un valore pura-
mente esemplificativo, e si giustifica nella misura in cui 1’ana-
lisi pud essere estesa senza sostanziali modifiche ad altre

nozioni di dimostrazione. Cid non toglie che esistano attual-
mente delle nozioni.di dimostrazione che, almeno apparente- -

mente, non sono riconducibili a tale analisi. Ci si riferisce
qui al fatto ben noto che vi sono, ad esempio, delle dimo-

strazioni della teoria dei campi ,reah ‘ordinati che fanno uso
di certe costruzioni insiemistiche, come quella della chiusura

reale di un campo reale ordinato, e di operazioni insiemi-

146

stiche su di essa, che non possono essere espresse nel lin-
- guaggio della teoria dei campi reali ordinati.
Di fatto, come nel caso. della dimostrazione originaria
di Brouwer'del teorema dello sbarramento, tali dimostrazioni
possono essere sostituite con altre espresse nel linguaggio
della teoria dei campi reali ordinati, ma cid lascia aperto il
problema di rendere conto delle dimostrazioni originarie. Altri
tipi di inadeguatezze si hanno nel caso delle dimostrazioni
.intuizioniste, anche ad un livello molto elementare (cfr. [2]).
Percio il valore dell’analisi proposta dipende dalla misura in
- cui queste nozioni di dimostrazione impongono un cambia-
mento pii o meno radicale di- paradigma, o possono essere

in qualche modo riassorbite in uno dei paradigmi cui si ap-
plica tale analisi.

\
1. I linguaggi del primo ordine

.Diamo anzitutto una descrizione dei linguaggi del primo
ordine. I simboli di un linguaggio del primo ordine com-
prendono le variabili individuali libere 4, &, ..., le variabili
- individuali vincolate x, , . .., un numero qualsiasi di costanti
 descrittive, le costanti logiche A, v, =, ¥, 3, L, e simboli
ausiliarj (Ie ‘parentesi e la v1rgola) Due linguaggi del primo
ordine differiscono tra loro per la scelta delle costanti descrit-
tive, sebbene ‘come vedremo in seguito per certi particolari
scopi essi possano differire anche per la scelta delle costanti
~logiche. Le costanti desctittive possono essere delle costanti
“individuali 7, j, ..., delle costanti funzionali #-arie f*, g*, ...,
o delle costanti rela210nal1 n-arie R*, S ... (n > 0)..

: I-termini sono definiti da: ‘ o

(i) ogni variabile individuale libera e ogni costante :
individuale & un termine;

(i) se f* & una costante funzionale -aria e f,..., ta

sono termini, allora f* (4, ..., t,.) & un termine.

1 termini chiusi, 0 nomi, sono i termini che non conten-
gono variabili individuali libere.
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Le formule atomiche sono L e tutte le espressioni della
forma R (#y, .. . t.), dove R™ & una costante relazionale n-aria
e f,...I. sono termini. Le formule sono definite da:

(i) ogni formula atomica & una formula;

(if) se A e B sono formule, allora anche (A A B), (A Vv B)
e (A = B) sono formule; o

(i7i) se A (a) & una formula che contiene almeno una’
occorrenza della variabile individuale libera 4, x & una varia- .

bile individuale vincolata che non occorre in A (a), e A(x) ¢

un’espressione che differisce da A (4) poiché contiene un’oc-

correnza di x al posto di almeno un’occorrenza di a4, allora
V xA(x) e 3 xA(x) sono formule. ‘

.- Le formule chiuse, o enunciati, sono le formule che non

contengono variabili individuali libere, Nello scrivere le for-
‘mule vengono spesso omesse le parentesi, quando cid non
pud dar luogo ad ambiguitd. Usiamo =7 A come abbrevia-
zione di A—> 1 1.

2. Dimostrabilita formale, conseguenza logica, conseguenza

insiemistica

nel modo in cui laloro veritd ci & data. In effetti la dimo-
strazione parte da un certo numero di enunciati che sono veri
immediatamente, ciot veri senza lintermediario di alcuna
inferenza, e procede passando da formule la cui verity & gia
stata stabilita, a nuove formule la cui veritd diventa chiara
una volta accertata la veritd delle formule di partenza. Na-
turalmente quando si parla di « verith » qui, si intende « ve-

ritd in un dato sistema di oggetti ». Di tali oggetti gli enun-

ciati iniziali di & sono veri immediatamente, mentre tutte

le altre formule di 2 sono vere solo in modo mediato, ciod

in base ad un’inferenza. ;

 Col sopravvenire del paradigma hilbertiano questa con-
cezione della dimostrazione viene meno. Soprattutto grazie
allo sviluppo di un calcolo logico da parte di Frege si fa _
strada I'idea che i passi che conducono dagli enunciati ini-
ziali di @ all’enunciato finale A4 non .consistano’ nel passaggio
da formule vere a formule vere in un dato sistema di oggetti,
ma da formule ad altre formule che da esse si ottengono fa-
cendo uso di certe regole prefissate, che si riferiscono unica-
mente alla forma delle formule, senza far intervenire il signifi-
ficato delle costanti descrittive o delle costanti logiche che

' compaiono in esse.

Nel paradigma euclideo una dimostrazione 2 di un enun-
ciato A viene concepita come una concatenazione di formule
vere, L’unico elemento di distinzione tra le formule di & sta

Le regole in questione sono estremamente elementari, ad
esempio del tipo del modus ponens:

. o AA—>B
1 La principale differenza trala formulazione dei linguaggi del (= E)
primo ordine data qui, e la_formulazione del_ linguaggio pr_ed1cat1vo
discussa in R. Cordeschi e R. Levi, Predicati: wun'introduzione ele-
mentare, in questo volume, sta nell'uso come primitivo di J («falso »)
invece di — («nonw»). Il potere- espressivo .dellg .dl_le formu}a_zmpx ¢
lo stesso, nel senso che entrambe permettono di glefmxre gli stessi insiemi.
Percid la scelta tra esse & del tutto ‘inessenziale per un anqhsl della
nozione di conseguenza insiemistica, e in, virtl gipl teorema d1 comp}e:
tezza di Godel, anche per un"ar}alisi della nozione di dimostrabilitd
formale. (V. appresso § 2). Ma I'adeguatezza di una formulazione per
quanto riguarda la definizione degli insiemi non garantisce altrettanta
adeguatezza per la rappresentazione delle dimostrazioni. In effetti, come
"mostra la discussione di Prawitz [21] pp. 34-35, c’¢ una sostan21a}§ asim-
metria tra —, da un lato, e A, Vv, —>, V, . dalllfaltro. Percid I'uso
come primitivo di | & indispensabile per un’analisi della nozione di

B

Il carattere puramente formale delle regole si proietta sulla
intera dimostrazione, dando luogo cosf alla nozione di.dimo-
strazione formale. L'unico momento non formale & costituito
‘dalla scelta degli enunciati che possono essere adoperati come
‘enunciati iniziali. Tale scelta perd, non si giustifica in termini
‘della veritd degli enunciati in un dato sistema di oggetti, ma

in termini della loro capacita di. assolvere a certi particolari
scopi. - ‘

dimostrazione.
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Il principale difetto della nozione di dimostrazione for-
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. male sta nel carattete arbitrario delle regole del calcolo. Natu-"

ralmente le regole di Frege permettevano di ottenere tutti

i teoremi noti a partire dagli assiomi delle varie branche della
‘matematica, ma non necessariamente nello stesso modo in cui
tali teoremi erano stati ottenuti originariamente o venivano

- ottenuti correntemente. Inoltre furono ben presto formulau
- altri sistemi. di. regole che perrnettevano di ottenere esatta-
mente gli stessi teoremi. Diventava cosi sempre pii chiaro

- che le regole del calcolo logico di Frege potevano fornire al
pid una caratterizzazione della nozione di teorema, ciot. di

' enunciato dimostrabile, di un linguaggio del primo ordine, ma
' non certo della nozione di dimostrazione,
~ Che in effetti fornissero una caratterizzazioné della nozione
- di teorema fu stabilito dal teorema di completezza di Godel,
- come ¢ facile vedere nel modo seguente. Nel paradigma hilber-
- tiano di dimostrazione un teorema A non & necessatiamente
vero in un sistema fissato di oggetti. La relazione che sussiste
. tra 'enunciato A e gli enunciati I' = {4, ... .,

- veri. Questa relazione viene espressa dicendo che A & una
conseguenza logica di I', e viene scritta Con (T'; A). ‘

Un elemento di indeterminatezza in tale relazione & dato
dal riferimento a sistemi di oggetti qualsiasi. Spesso si adopera

il termine « struttura » invece di « sistema di oggetti», ma |

cid non contribuisce certo a chiarire che cosa si intenda esat-
‘tamente. Una nozione pid precisa & quella di struttura insie-
mistica, cio¢ di un insieme (nel senso della cosiddetta strut-
tura cumulativa dei tipi, cfr. ad esempio [12] p. 174), in cui
sono definite delle funzioni e delle relazioni. (Per dettagli,
v. appresso § 4). La relazione che si ottiene da Con (I'; A)
sostituendo « sistema di oggetti » con « struttura insiemi-

stica » viene espressa dicendo che A & una conseguenza insie-

mistica di T, e viene indicata con C(I'; A). Naturalmente
Con(T'; A) e C(T'; A) sono distinte dalla relazione « A &
dimostrabile formalmente a partire da T' », ciog dalla relazione
« esiste una dlmostrazmne formale di A a partire da T', gene-
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Pimplicazione:

, A} a partire
- dai quali A & stato dimostrato richiede solo che A sia vero in
ogni sistema di oggetti in cui tutti gli enunciati di T' sono .

rata mediante le regole del calcolo logico di Frege », che viene
scritta D (T'; A). '

Per quanto oscura possa essere la nozione di struttura,
essa & almeno tanto chiara da permettere di stabilire che vale

Con(T; A)=>C(T: A ' - (1)

Infatti supponiamo che Con (I'; A), ciot che per ogni

struttura %, se tutti gli enunciati di T sono veri in #, anche

A & vero in . Sia M * una struttura insiemistica. Ovviamente

- ogni struttura insiemistica & anche una struttura (mentre in
generale non vale l'inverso, per esempio la struttura cumula- .

tiva dei tipi non & una struttura insiemistica). Percio dall'ipo-
tesi Con (T'; A) segue che, se tutti gli enunciati I' sono veri in
M*, tale & anche A. Cid & stato stabilito per una struttura
insiemistica qualsiasi. #*, quindi C (I'; A), da cui segue il
risultato.
. Il teorema di completezza di Godel stabilisce la validita
dell’implicazione:

Cc((T; Ay —- D(T; A) (2)

Da (i) e (2) si ottiene facilmente:
Con (T'; A) — D(I'; A). (3)

E chiaro che (3) permette di stabilire il risultato voluto.
Infatti, consideriamo la relazione « esiste una dimostrazione
di A a partire da T », scritta D, (I'; A), per una nozione di-’
dimostrazione diversa da quella di ‘dimostrazione formale ge-
nerata mediante le regole del calcolo logico di Frege, e che
-soddisfa la condizione:

Di (s A) = Con (T; A). (4)

- Tale condizione costituisce un requisito minimo che deve
essere soddisfatto da una nozione di dimostrazione In parti-
colare, da un semplice esame delle regole del calcolo loglco
di Frege appare chlaro che:

D([T; A) — Con (T; A).
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Da (‘4) e (3) segue che:

Di(T; 4) = D(T; A).

Cid mostra che tutto cid che &

una dimostrazione formale generata in base a tali regole.

N

3. Dimostrazione chiusa, dimostrazione aperta

L’inadeguatezza delle regole del calcolo logico di Frege a
caratterizzare la nozione di dimostrazione espressa in un lin-

guaggio del primo ordine, mostra la necessitd di un approccio
| differente. Prima di svﬂuppare un tale approccio, occorre fare

" qualche cons1deraz1one generale sulla struttura delle dimo-
- strazioni.. 5 :

Una dimostrazione & di un enunciato A, espressa in un
hnguagglo del primo ordine, consta di uno o pid enunciati,
ciascuno dei quali o ‘& asserito come valido direttamente,
oppure dipende per la sua validita da altri enunciati di &. Cido
suggerisce subito che £ ha una struttura di albero, in cui
un enunciato che viene asserito come valido direttamente |
compare come un nodo -iniziale, mentre un enunciato che
non viene asserito come valido direttamente compare come

un discendente immediato degli enunciati da cui dipende per

la sua validitd. Il passaggio.dagli ascendenti immediati di
un nodo al nodo costituisce un’inferenza di 2. Gli ascen- .

denti immediati si dicono le premesse e il nodo si dice la
conclusione, di quell’inferenza. o
'Una dimostrazione 2 di questo tipo si dice una dimostra-

zione chiusa. Una dimostrazione perd pud contenere, oltre che -

enunciati, anche formule che non sono ‘enunciati. Inoltre nella
sua struttura d’albero possono comparire come nodi iniziali,
oltre che formule asserite come valide direttamente, anche

formule introdotte come semplici assunzioni. Una dimostra-

(R C

dimostrabile mediante una
dimostrazione che soddisfa un paradigma diverso da quello di
dimostrazione formale generata mediante le regole del calcolo
logico di Frege, & anche dimostrabile formalmente mediante

zione & di questo tipo pii generale si dice una dimostrazione
aperta. : :
Una dimostrazione chiusa pud contenere come sottodi-

. mostrazione una dimostrazione aperta. Tale & il caso, ad
~esempio, di una dimostrazione chiusa £ di.un enunciato
A = B, che si ottiene dando una dimostrazione aperta D,
‘di B che contiene un’assunzione della forma A, e concludendo

peicid che vale A — B. L’assunzione A, che era aperta in D,,
viene chiusa in D. P pud essere indicata mediante la figura
seguente, in cui ’assunzione che viene chiusa & scritta tra pa-
rentesi quadre: ’

[A]

B
A = B

- Tale & anche il caso di una dimostrazione chiusa & di un.
enunciato V x A (x), cle si ottiene dando una dimostrazione

~aperta D, di una formula A (2) che contiene almeno un’occot-
renza della variabile

individuale libera 4, e concludendo
percid che: vale V x A (x). Anche qui la variabile individuale-
libera a, che era aperta in D,, viene chiusa in D. D pud essere
indicata mediante la figura seguente, in cui la variabile indi-

- viduale libera che viene chiusa & scritta tra parentesi tonde:

A(a)
(d) . i
Y x A (x)

E chiaro perd che cid comporta un’estensione della. no-
zione di dimostrazione chiusa, in cui si ammette che una di-
mostrazione chiusa possa contenere, oltre che enunciati, anche

\
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formule, tutte le cui variabili individuali libere vengono chiuse
tuiti da formule asserite come valide direttamente, anche

assunzioni che vengono chiuse nel corso della dlmostrazmne

unica assunzione aperta A, che viene chiusa nell'inferenza
finale di 2. Questa restrizione, perd, non & necessaria. In

[nel qual caso (A) & vuota, ciod (A) =

tenente ad una classe di assunzioni (A), in essa devono essere

appartengono a quella stessa classe di assunzioni (A), ed esse
soltanto.
Analogamente ammettiamo che in un’ 1nferenza pOssano

libera a. In questo caso, perd; il numero delle occorrenze che
vengono chiuse non pud essere qualsiasi. Per ragioni che

renza in cui viene chiusa una variabile 1nd1v1dua1e libera a,
vengano chiuse tutte le occorrenze di 4. E necessario imporre

anche un’altra restrizione su 4. La discussione di queste condi-

chiuse viene rlmandata al §11.

4. Verita in una struttum insiemistica

‘Un’analisi delle dlmostrazmm deve permettere d1 distin-
guere le dimostrazioni « corrette », o « valide », da quelle
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nel corsg della dimostrazione, e oltre che nodi iniziali costi-

Nella dimostrazione chiusa 2 dell’enunciato A —> B sopta
considerata, la dimostrazione .aperta %D, di B contiene una

generale ammettiamo ‘che in un’inferenza possa essere ch1uso '
un numero qualsiasi, anche nullo, di assunzioni della stessa ’
forma. Pit- precxsamente le assunzioni di una dimostrazione 2
si suppongono- divise in classi di assunzioni; ciot in classi dis-
giunte (A) che constano di un numero qualsiasi, anché nullo
@1, di occorrenze dif-
ferenti della stessa formula A. [Si intende che, per una stessa-
formula A, 2 pud contenere piti di una classe di assunzioni .
(A)]. Se in un ‘inferenza viene chiusa un’assunzione A appar-

chiuse simultaneamente anche tutte le altre assunzioni che

essere chiuse pid occorrenze della stessa variabile individuale

diverranno chiare in seguito occorre richiedere che, in un’infe-

| 7
zioni generali sulle variabili individuali libere che -vengono plicazione ¢* che associa un elemento di M

« scorrette », o «non valide ». Il nostro scopo prlncxpale sard’

dunque quello di definire che cosa si intende per una dimo-
strazione valida di una formula A.

La definizione viene data per induzione sul numero delle
costanti logiche (diverse da 1) che occorrono in A, e ha
vari punti di contatto con la nozione di veritd in una strut-

‘tura insiemistica, gid adoperata nel § 2 senza una precisa- defi-

nizione. -Conviene percid iniziare ’esposizione dalla nozione

-di veritd in una struttura insiemistica, mostrando poi come

da essa si giunga a quella di dlmostrazmne valida.

 Come gia accennato nel § 2, una struttura insiemistica &
¢ una tripla <M, {F},, {R*},>, dove M & un insieme non
vuoto, e per ogni numero naturale n >0, F* & un insieme,
anche vuoto, di funzioni z-arie con argomenti e valori in M,

‘e R* & un insieme, anche vuoto, di relazioni #-arie in M. Qui

una funzione #-aria con argomenti e valori in M va intesa
insiemisticamente come un’applicazione che associa un ele-
mento-di M ad ogni #-pla di elementi di M, e una relazione
natia in M va intesa insiemisticamente come un insieme di
nple di elementi di M., ’

In particolare, se £ & un Iinguaggio del primo ordine,
una struttura insiemistica M per £ & una coppia <&, 9>,

’dove & = <M, {F},, {R }n>> & una struttura insiemistica,

e ¢ & un’applicazione che associa un elemento di M ad ogni
costante individuale, un elemento di F~ ad ogni costante fun-
zionale n-aria, e un elemento di R* ad ‘ogni costante relazionale

-n-aria, di . M si dice il dominio di M, e gli elementi di M
si d1c0no gli -individui.di M.

L’applicazione ¢ pud essere estesa facilmente ad un’ap-

ad ogni home
di &, ponendo: ‘

(7) o* (i) = @ (i), per oghi costante individuale 7;

@) @ (f* (s ) = @ (P)@* (8), . 9% ().

“In generale non tutti gli elementi di M sono associati da
¢* aj nomi di %. Tuttavia possiamo sempre aggiungere nuove

costanti individuali alle costanti descrittive di &, in modo da
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che A (£) & M -vero, e cid richiede anche qui una dimostrazione.
In altri termini le clausole in questione non forniscono un
ctiterio di #-veritd autonomo rispetto alla nozione di dimo-
strazione. : : :
~ Cid mostra che la nozione di dimostrazione & pit fonda-
mentale di quella di -veritd, per cui se si vuole che questa
ultima sia di qualche utilitd pratica nella determinazione della
‘M -veritd di una formula, occorre dare anzitutto una preci-
sazione della nozione di dimostrazione. D’altra patte una tale
precisazione renderebbe superflua la nozione di -verity.
Infatti, se il criterio in base a cui si stabilisce che una formula
¢ M-vera & dato da una dimostrazione, tanto vale ridurre la
nozione di formula A-vera A di & a quella di- dimostrazione
valida di A. T
- Una definizione della nozione di dimostrazione chiusa va-
lida di un enunciato A; espressa nel linguaggio del primo
ordine Z, pud essere data seguendo le indicazioni che emet-
gono da un’analisi delle clausole (7) - (vify della definizione
della #-verita di A. Poiché anche qui la definizione viene
data per induzione sul numero delle costanti logiche (diverse®
da 1) che occorrono in A, & chiaro che la nozione di dimo-"
strazione chiusa valida di A dev’essere relativa ad una classe
& di dimostrazioni chiuse che constano solo di enunciati
atomici. La nozione definita & percid quella di dimostrazione
chiusa valida rispetto a &, o in breve F-valida. Le clausole
(i) e (i) vengono sostituite con le clausole:

(2’) una dimostrazione chiusa F-valida di un enunciato

stomico P & data da una dimostrazione di P appartenente

applicazi ‘essa indicata con @*,
dere @* ad un’applicazione, anch’essa in n @,
322621:;1? del linguaggio del primo ordine risultante, diciamo
L (M), su M. _ . . .
~ (Defzniamd ora. un’applicazione ® che associa, ad ogni enun- ,‘
ciato A di & (A), un elemento dell’insieme\ {V, F}, d.etto
Pinsieme dei valori di verita. La definizione & per induzione
sul numero delle costanti logiche (diverse da 1) che occor-
rono in A, e consta delle seguenti clausole: |
| (i) ® (R* (t1,. ..., ta)) =V see solo se <@* (#1),. ..,
* (t)> € o (R*); | o
(i) @ (LY=F; .
(i) @ (AANB)=V se e solo se ‘@ (A) = V‘ e
® (B) =V, | - | o
Lo (iv) @ (A v By=1V se e solo se ® (4) = V oppure
e‘f”.(l)‘f;f(B) =V, . | ‘,
(v) ® (A = B)=1V se e solo se ® (B) = \% quandoﬂ
o (A) = V; R .
(vi) ® (VxA(x))=V se e solo se @ (A@) =V
per ogni nome £; i
(vii) ® (AxA(x)) =V se e solo se @ (A@) =V
per qualche nome ¢. ,

fl

& M-vero, se e solo se © (A) = V.'S‘e A ga;f s a
formula di & le cui uniche vatiabili mdl.v‘ldualf hbere SS;}O
<@, ... an per ogni mpla <t,..., 8> di nomi di Z ( Y
’enunciato A (#1, . . ., ta) si dice un -caso di A(a,... ).
Diciamo che A (ay, . . ., an) & M-véra se e solo se per t‘—lf‘tif i
suoi M-casi A(t,. ... ta) si ha che fI’_ﬁ»(,A (t, . o L)) = &
- La definizione della .#-verita non consente d1.‘per 5¢ di
stabilire se una formula & #-vera. Cio' appare c-hmro da Lm
esame delle clausole (7), (vi), e (v#i). In b?s‘g,;a (), per :jca i
lire se R* (£, . . ., ta) & M-vero occorre stablhrg se <o '(tl),‘
o % (£2)> € @ (R™), e cid richiede “una dlmqskt){.rf'mone_‘.
Analogamente in base a (vi), a.d' esempio, per sta 11§e‘ slz :
3 x A(x) & #M-vero occotre stabilire se esiste un nome 7 tale

(#’) & non contiene alcuna dimostrazione. di | .
iy

~La clausola (#’) assicura la « coerenza » della nozione di
dimostrazione chiusa F-valida. Le 'clausole (#ii)-(vii) ven-
gono sostituite con le clausole:

(') una dimostrazione chiusa P-valida di A A B &

data da una dimostrazione chiusa F-valida di A e da una di-
mostrazione chiusa &-valida di B;
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" (iv’) una dimostrazione chiusa P-valida di A v B &
data da’ una dimostrazione chiusa &-valida di A oppure da
‘una dimostrazione chiusa &-valida di B; oo

(v’) una dimostrazione chiusa FP-yalida di A — B ¢
data da una dimostrazione aperta di B con una classe di as-
sunzioni aperte (A), che si trasforma in una dimostrazione
chiusa F-valida di B quando ogni assunzione appartenente ac
.(A) viene sostituita con una dimostrazione chiusa &-valida di 4;
‘ (vi’) una dimostrazione chiusa &-valida di V x A(x) &
data da una dimostrazione. aperta di A (a) con una variabile
 individuale dibera aperta 4, che si trasforma in una dimostra-
" zione chiusa F-valida di A (¢) quando @ viene sostituita con ¢,
per ogni nome f; ) o

(vii’) una dimostrazione chiusa Pyalida - di I x A(x) ¢

data da usia dimostrazione chiusa &-valida di A(t), per

" qualche nome ¢..

Le clausole critiche sono qui (v') e (vi’). Una traduzione
immediata di (v) suggerisce che una dimostrazione chiusa
F-valida di A — B ¢ data da un’applicazione che associa,
ad ogni dimostrazione chiusa &-valida di A, una dimostra-

sione chiusa &-valida di B. Per poter rapptesentare una tale
applicazione, in (»’) si adopera una dimostrazione aperta, con

una classe di assunzioni aperte (A). Analogamente, una tradu-

' zione immediata di (vi) suggerisce che una dimostrazione
chiusa F-valida di V x A(x) & data da un’applicazione che
associa, ad ogni nome #, una dimostrazione chiusa F-valida
di A (). Per poter rappresentare una tale applicazione, in
(vi’) si adopera una dimostrazione aperta di A (), con una .

‘variabile individuale libera aperta a. .

~ In (v’) si fa uso del fatto che una dimostrazione aperta.
9, con una classe di assunzioni aperte (A), si trasforma in

una dimostrazione chiusa @’ sostituendo ogni ‘assunzione ap-

partenente ad (A) con una dimostrazione chiusa di A. In (v7’)
si fa uso del fatto che una dimostrazione aperta &; con una
variabile individuale libera aperta 4, si trasforma in una dimo-

strazione chiusa @’ sostituendo # con un nome £ In generale
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di &, le cui uniche variabili individuali libere sono a, . .

una dimostrazione aperta 9 si trasforma in una dimostrazione
chiusa @’ sostituendo anzitutto ogni variabile individuale li-
b.era aperta di & con un nome, e sostituendo poi dgni assun-
zione appartenente ad una classe di assunzioni aperté di‘Q
con una dimostrazione chiusa. Se le dimostrazioni chiuse con
cul vengono sostituite le assunzioni aperte di 2 sono Fova-
lide, 2 si dice un F-caso di 2. T

La definizione della .#-verita di una formula A4 (a1, ... an)
suggerisce che, se una dimostrazione aperta @ -
pugerisce che ostrazione  aperta espressa in
yVZI‘d' \éa ida, allora tutti i ‘suoi -casi devono essere

-validi. Se si ammette cit ’
essere sostituite con le eclailos,cﬂl; clausole (+7)

) . . . »

; C(Ip ) una dimostrazione chiusa #-valida di A—>B &
ata 2 una dlfnostraz1one aperta &-valida di B, con
classe di assunzioni aperte (A); ‘

3

i : . .

; (vi”) una dimostrazione chiusa P-valida di V x A(x)
& djcu:a. da una dimostrazione aperta &-valida di
wvariabile individuale libera aperta a.

e (v?’) possono
una
A (a), con una

’ Si intende che la dimostrazione di B di cui in (v’) &
aperta solo perché contiene (A), e che la dimostrazione di

’ S
A(a) di cui in (vi”) & aperta solo perché contiene 4.

5. Forma canonica delle dimostrazioni

v

'”Le condlz1or}1 (')(vii’y precedenti [con le varianti (2”’) e
(vi”)] non costituiscono una definizione della nozione di di-
mostrazione chiusa -valida " senza- una adeguata precisa-

‘ zmne.del significato dell’espressione « & data da » che com-
pare in esse. In prima approssimazione tale espressione pud

esiere ‘)mterprctata come « consiste in » nel caso della clau-
sola (i), e come « & una dimostrazione che contiene come

sottodimostrazione immediata » nel caso delle clausole (#i2’)-

(yzz‘). D;.a tale punto di vista (#) stabilisce che una dimostra-
zione chn;sa di un enunciato atomico P & &-valida se e solo
se_appartiene a &, mentre (iii’)(vii’) stabiliscono che una
d1rqostraz1one chiusa di un enunciato della forma A, A As,
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AV A, A> B VxA@) o IxA(x) & Fvalida se e
solo se & una dimostrazione della forma, rispettivamente:
o o [(A)]
A A A, | B ‘
(1) — (2) (i=1,2)03) ———
» Al A A Al Vv A A— B
A . AW
(4) —— (@ (5) ——
YV x A(x) Jx A(x)

le cui sottodimostrazioni immediate sono F-valide, Poiché
tali sottodimostrazioni immediate possono essere delle. c_limo:
strazioni aperte, cid presuppone ovviamente che la nozione di
dimostrazione aperta &-valida sia definita in modo che, se
una dimostrazione aperta & &-valida, tutti i suoi &-casi sono
SF-validi. . , o _ -
Una dimostrazione chiusa di una delle forme (1)-(5) si dice

in forma canonica, o pid semplicemente si dice una c?imostm» ‘1
zione canonica, e la sua inferenza finale si dice un’znfereinza
canonica. Quindi una dimostrazione chiusa di un enunciato .
non atomico & F-valida se e solo se & una dimostrazione ca
nonica tutte le cui sottodimostrazioni immediate sono &-valide. -
Questa precisazione del significato déll’esp-ress_io-ne « e
‘data da », perd, & chiaramente inadeguata, poiché & facile |
dare esempi di dimostrazioni chiuse, ovviamente corrette ma
non &-valide. Tale & il caso di una’ dimostrazione chlus.ai
2 di B, che si ottiene applicando la regola (— E) gia consi-.
derata nel § 2 ad una dimostrazione chiusa &-valida 2, di' A
e ad una dimostrazione chiusa & -valida @, di A —->.B.- Per;
risolvere questa difficoltd consideriamo il modo in cui si sta-
bilisce che, se due enunciati A e A = B sono #-veri, anche’
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B & M-vero. Evidentemente si f
| definizione della M verita,
- A—>B & M-vero si ha ch

a uso della clausola (v) della
in base a cui per Iipotesi che
e, se A & M-vero, anche B &
-vero. Poiché A & . -vero, si conclude che B & & -vero.

~ Analogamente nel nostro caso facciamo uso della clauso.
“la (2’) della defiqizione'della & -validit, interpretata nél modo
gia indicato. Poiché 2, & una dimostrazione chiusa F-valida
di A = B, si ha che D, deve contenere come sottodimostra-
zione immediata una dimostrazione aperta di B con una classe

M

" di assunzioni aperte (A), che si trasforma in una dimostra-

zione -chiusa . &-valida di B quando ogni assunzione apparte-
nente ad (A) viene sostituita con una -dimostrazione chiusa
chiusa &-valida di A. Ora @, & una dimostrazione di questo
tipo, quindi sostituendo ogni assunzione appartenente ad (A)
con 9 si ottiene una dimostrazione chiusa &-valida di B.

:"6.4 Operazioni di convalida

L’argomentazione precedente, che permette di giustificare

la Fevalidita di D a. partire dalla Fvalidita di 2, e di

D>, costituisce la F-convalida di D. La P-convalida di una
dimostrazione chiusa 2 di B le cui sottodimostrazioni imme-
diate 21 e 2D sono delle dimostrazioni chiuse &-valide di
A e di A — B rispettivamente, pud essere rappresentata -
da un’operazione ®. che applicata a 9D, la quale in base
alla clausola (v’) per 9 ha la forma indicata a sinistra, la tra-

sforma in una dimostrazione chiusa &-valida @’ della forma
indicata a destra:

[(A)]
B (A)
A A — B
5., :
B B
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Consideriamo la dimosrazione chiusa @ di B che si ottiene
applicando la regola: .
¥ [(A1)] [(A2)]
‘(Sii intende che (A) .é‘ il risultato della sostituzione di ogni Al v A B B

(&)

(v E)
B

~ad una dimostrazione chiusa F-valida 9, di A, v A, ad una
dimostrazione aperta &-valida 2, di B con una classe di as-
sunzioni aperte (A1), e ad una dimostrazione aperta S-valida
D3 di B con una classe di assunzioni aperte (Az). (Si intende
che 9: e D sono aperte solo perché contengono -(A1) e (Az),
rispettivamente.) La &-convalida di & & rappresentata da una
operazione ®, che applicata a 2, la quale in base alla clau-
sola (iv’) per @, ha la forma indicata a sinistra, la trasforma
in una dimostrazione chiusa F-valida @’ della forma indicata
- a destra:

: o [(A)] - [(A2)]

B o (4)
membro di (A) con D, nella sottodimostrazione aperta - di
D) o
B
£ facile dare altri esempi di dimostrazioni chiuse che P’os- )
sono essere F-convalidate, Consideriamo la - dimostrazione
chiusa @ di A: che si ottiene applicando la regola:

g Ai A A
(A E) ——— (i=1,2)
A v A B B (A,)

ad una dimostrazione chiusa &-valida 21 di Ar A Az La
F-convalida di @ & rappresentata da un’operazione ‘I’,\ che
applicata a 9, la quale in base alla clausola’(z'ii’). per .@1' ha
la forma indicata a sinistra, la trasforma in una dimostrazione
chiusa F-valida 2’ della forma indicata a destra:

B

Consideriamo la dimostrazione chiusa 2 'di A(¢) che si
ottiene applicando la regola: : ‘

. VxA(lx)

L. (VE) ————
A A Al(z) _
- " ' ~ad una dimostrazione chiusa SP-valida @ di V x A(x). La
@, A A A . &-convalida di & & rappresentata da un’operazione ®y che
T : ‘ A ‘applicata a 9, la quale in'base alla clausola (v7) per 2, ha
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la forma indicata a sinistra, la trasforma in una dimostrazione

chiusa F-valida @’ della forma indicata a destra:
§ -_(a) .
A(a) ()
- _ (a) .
Dy: YV x A(x) .
A AD)

" (Si intende che (¢) & il risultato della sostituzione .di ogni

A(2)
occorrenza di a4 nella sottodimostrazione aperta

B

a)

2 con un’occorrenza di ¢, dove (a) sta ad indicare tutte le

.
.

- occorrenze di a in <)

A (a)

" Consideriamo infine la dimostrazione chiusa 2 di B che

~ si ottiene applicando la regola:

(A (a))]

I xA(x) B
(a»)

(3E)
B
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(@) di

ad una dimostrazione chiusa &-vailda 2, di 3 xV (x) e ad
~ una dimostrazione aperta F-valida @, di B con una classe di
~assunzioni aperte (A (4)). [Si intende che @: & aperta solo
perché contiene (A (2)) e a]. La &-convalida di 2 & rappre-
sentata da un’operazione ®3'che applicata a 2, la quale in
base alla clausola (vii’ } per & ha la forma 1nd1cata a sinistra,
la trasforma in una dimostrazione chiusa &-valida @’ della
forma indicata a destra:

[(A(a))]
(@) A
Ar) x (A (a))
Jwx A(x) B
@ (a)
B / (2)
‘ B
Le operazioni %, , ®, , ®., ®, b, sopra  definite si

'dlcono operazioni di &-convalida. In generale un’operazione
di &-convalida & un’operazione che permette di trasformare
una dimostrazione chiusa 2 la cui inferenza finale non & un’in-
ferenza canonica e le cui sottodimostrazioni immediate sono
& -valide, in una dimostrazione chiusa &-valida 2.

Le opetazioni di S-convalida costituiscono una parte - in-
‘tegrante delle dimostrazioni, ciot per ogni dimostrazione
chiusa @ la cui inferenza f1na1e non & un’inferenza canonica
dev’essere specificata un’operazione di #-convalida. Una di-
mostrazione che non soddisfa questo requisito, semplicemente
non pud essere considerata una dimostrazione. Analogamente
per ogni dimostrazione aperta 9@ tale che Iinferenza finale dei
suoi #-casi non & un’inferenza canonica, dev’essere spec1f1-
cata un’operazione di &- convahda di tali &-casi.

y
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1l fatto che una dimostrazione chiusa 9 si. trasformi in
una dimostrazione @’ con un’applicazione di un’operazione di
&-convalida, viene espresso dicendo che 9 si riduce imme-
diatamente a 2. Analogamente il fatto che una dimostrazione
aperta @ sia tale che ogni F-caso di 2 si trasforma nello
& -caso « corrispondente » di una dimostrazione 2’ (cio¢ nello
P-caso che si ottiene da 2’ effettuando le stesse sostituzioni
che in @) con un’applicazione di un’operazione di #-convalida,
viene espresso dicendo che 2 si riduce immediatamente a D,

Pit in generale si dice che una dimostrazione che contiene

come sottodimostrazione una dimostrazione 2 che si riduce
immediatamente (nel senso ora definito) a 2, si riduce 1rnrne.:-
“diatamente alla dimostrazione che da essa si ottiene sostl-
tuendo & con 2. ,

"~ Una successione di d1mostraz1on1 Dy,...., D (n=1),
tale che per ogni i, 1 <i<<n, D; si riduce 1mrned1atamente a
"D, ., si dice una successione di riduzioni che inizia con 9,
e termina con @,. Diciamo che una dimostrazione & si riduce
ad una dimostrazione 2’ se e solo se esiste una successione
" di riduzioni che inizia con @ e termina con 2’. La relazione
« D si riduce a 2’ », ovviamente & riflessiva e transitiva.

7. Dimostrazione. valida -

Siamo ora in grado di risolvere la- difficolta 1ncontrata
nel § 5. Tale difficolta nasceva dal fatto che, interpretando
nelle clausole (#)-(vii’) espressione « & data da» nel modo
ivi indicato, la dimostrazione chiusa di B che si ottiene appli-

cando (— E) alle dimostrazioni chiuse &-valide Z1 e 9,

di A e A — B rispettivamente, non era -valida in base alla
rozione di F-validitd risultante.

La soluzione consiste nell'interpretare l’espressione «¢&
data da » come «si riduce a» ‘nel caso della clausola (), e
come «si riduce ad una dimostrazione che contiene come

sottodimostrazione immediata » nel caso delle clausole (ii’)-

(vii’). Ovviamente, nella formulazione delle operazioni di
&-convalida del § 6, Lespressione « ha la forma 1nd1cata a
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sinistra » dev’essere sostituita con l’espressione « si riduce ad
una dimostrazione della forma indicata a sinistra ». :
Pit in generale, se @ & una dimostrazione chiusa di un

~-enunciato A, la &-validita di 2 & definita, al solito. per indu-

zione sul numero delle costanti logiche (diverse da 1) che
occorrono in A, mediante le seguenti clausole:

(/) @ & una dimostrazione &-valida di un enunciato
atomico P se e solo se 2 si riduce ad una d1mostraz1one di p

~appartenente a &;

(ji) & non contiene alcuna dimostrazione di | :

3,

(7i7) @ & una dimostrazione F-valida di A4, A Az se e
solo se 9 si riduce ad una dimostrazione di A; A A le cui
sottodimostrazioni immediate 2, ¢ 2, sono delle dimostra-
zioni- chiuse &-valide di 4 e A, rispettivamente:

(jv) @ & una dlmostrazmne Pvalida di Ay v Az se e

‘solo se @ si riduce ad una dimostrazione di A vV A; la cui

‘sottodimostrazione immediata 9D; & una dimostrazione chiusa

F-valida di A (i = 1 2);

(v) @ & una- d1rnostra21one &F-valida di A - B se e
solo se D si riduce ad una d1rnostrazxone di A—> B la cui sot-
todimostrazione immediata £; & una dimostrazione aperta

~ di B con una classe di assunzioni aperte (A), che si trasforrna

in una dimostrazione chiusa &-valida di B quando ogni assun-

zione appartenente ad (A) viene sostituita con una “dimostra-
zione chiusa &-valida di A;

)

(vj) @ ¢ una dimostrazione F-valida di V x A (x) se e
solo se @ si riduce ad una dimostrazione di V x A4 (x) la cui
sottodimostrazione immediata 2 & una dimostrazione aperta

. di A(a) con una variabile individuale libera aperta a, che si

trasforma in una dimostrazione chiusa &-valida di A (¢) quan-
do « viene sostltulta con ¢, per ogni nome ¢;

(vfj) 2 & una dimostrazione &-valida di 3 x A (x) se e
solo se @ si riduce ad una dimostrazione di 3 x A (x) la cui
sottodimostrazione immediata &, & una dimostrazione chiusa
S-valida di A (¢), per qualche nome .
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In base alle indicazioni fornite dalla definizione della

M verita di una formula A (4, . .., @) le cui uniche variabili

individuali libere sono a, . . ., @, la nozione di &-validita pud
essere estesa facilmente alle dimostrazioni aperte. Diciamo
che una dimostrazione aperta @ & &-valida se e solo se tutti
gli F-casi di @ sono F-validi. In tal modo viene soddisfatto
banalmente il requisito sulle dimostrazioni aperte F-valide
indicato alla fine del § 4. Inoltre le clausole (v} e (vj) possono
essere sostituite con le clausole:

(v’) @ & una dimostrazione &-valida di A—>Bsee
solo se @ si riduce ad una dimostrazione di A — B la cui
sottodimostrazione immediata £, & una dimostrazione aperta
P-valida di B, con una classe di assunzioni aperte (4);

(vj’) @ & una dimostrazione &-valida di V xA(x) se
e solo se @ si riduce ad una dimostrazione di V x A(x) la
cui sottodimostrazione immediata 2; ¢ una dimostrazione
aperta F-valida di A (a), con una variabile individuale libera
. aperta. a. '

" Si intende che la dimostrazione £: di cui in (v’) e (vf")
& aperta solo perché contiene (A) e 4, rispettivamente.

- chiaro che la nozione di dimostrazione & -valida cosi
definita ha le seguenti proprieta:

(A) una dimostrazione 2 la cui inferenza finale & una
inferenza canonica, e le cui sottodimostrazioni immediate sono
- P-valide, & F-valida; . S . \

' (B) una dimostrazione @ che si riduce ad una dimostra-
zione F-valida 2°, ¢ F-valida, |

(A) éegue immediatamente dalle clausole (ii7)-(vjj), mentre
(B) richiede in pid la transitivitd della relazione « D si riduce
a D ». ‘ .

Sebbene la &-validita sia relativa ad una & fissata, si pud.

definire und nozione di validita pid forte, che non dipende
da ‘alcuna &. La situazione & del tutto analoga a quella che
si ha nel caso della A -veritd, dove si stabilisce che una for-

mula A di & & vera (in senso insiemistico) se e solo se A ¢& :
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;//l-ver.a,. per ogni struttura insiemistica # per &. Nel nostro
caso diciamo che una dimostrazione @ espressa in & & valida
se e solo se & & S-valida, per ogni classe & di dimostra-
zioni chiuse che -constano solo di enunciati atomici. a

8. Regola valida

. Ddop(')‘ aver- definito la nozione di dimostrazione valida
' . . . ,‘
intro uciamo quella di regola valida, cioe di regola che con--
;erva la validita delle dimostrazioni. Sia # una regola della
orma: '

A ... A

A

; /lljlcfl,am(‘) che_ R & y-yalz’da se e solo se la dimostrazione .@ |
1.1 gf e st ottiene applicando £ a delle dimostrazioni F-va-
fe‘%,—\ di z"l,-, per ogni i, 1 <i<#n, & P-valida. Diciamo
Zie g S vczlza"a se ehsolo se £ ¢ F-valida, per ogni classe &
imostrazioni chiuse che constan i iati
 din u o solo -
ompost ! | di enunciati

. ffE chiaro ch.e le seguenti regole, che danno luogo a delle
Interenze canoniche, sono valide: "

: ' [(A)]
. Al AZ Ai B
(A I) (vI) (=1 2
.Al /\,Az .A1VA2 Z ’ )(_9:[) A_>B
4(a) A
(V) (@) (IT) —— .
V x A(x) I x A(x)

Per esempio nel caso di (VI) per una & qualsiasi, sia 91

“una dimostrazione aperta F-valida di A (a), con una varia-

b}llle m.divi’dua}le lib«;r?a aperta 4. Per semplicitd supponiamo
che gf sia Igmga variabile individuale libera aperta che occorre
in &,. Chiamiamo 2 la dimostrazione chiusa di V x A (x)
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\
che si dtti‘er'i‘e applicando (V I) a 2:. In base alla proprieta
(A) del § 7, dal fatto che @i ¢ F-valida segue che anche 2
¢ F-valida. Poiché cido & stato mostrato per una s qua1s1a51

si ha che (V I) ¢ valida,

Analogamente, & chiaro che le regole (A E), (v E:), (= E),

(VE), (3E) del § 6 sono valide. Per esempio nel caso di

(= E), per una & qualsiasi, siano 21 ¢ P, delle dimostra-

zioni &-valide di- A e di A —> B, rispettivamente. Per sempli-

" citd supponiamo che 2 e .@z siano  chiuse. Chiamiamo

"D la dimostrazione chiusa di B

-

‘@’ che si ottiene da & sost1tuendo D, con D’,.

(= E)a 21 e a D, Poiché @, ¢ F-valida, per la clausola
(v’)del § 7 D, si riduce ad una dimostrazione 2’; di A —> B

la cui sottodimostrazione immediata 2’s & una dimostrazione
aperta &-valida di B, con una classe di assunzioni aperte (A).

Ora 9, ¢ S-valida, quindi per definizione lo &-caso D di -

D’; che si ottiene sost1tuendo ogru assunzione appartenente ad
‘(A) con @, & una dimostrazione chiusa &-valida di B

Poiché 9 si riduce a D%, 9 si riduce alla dimostrazione
‘ A sua volta
2’ si riduce immediatamente a '@”3 ‘con’ un’applicazione del-
Poperazione di -convalida @.. Percid per la transitivitd
della relazione « D si riduce a @’ », si ha che D si riduce
a 9. Poiché 2”5 ¢ F-valida, per la proprieta (B) del §'7 da
cido segue che anche @ & &-valida. Questo & stato mostrato
per una & qualsiasi, quindi (— E) & valida.

Come' ulteriore  esempio, consideriamo la regola:

1

(L
‘ P
dove P & una formula atomica diversa da 1 . E chiaro che, per

una & qualsiasi, non esiste alcuna dimostrazione chiusa
&-valida di L. Infatti, supponiamo che esista una tale dimo-

strazione, diciamo 2. Per la clausola (f) del § 7 2, si ri-
duce ad una dimostrazione 2’ di 1| appartenente a &. Ma

per la clausola (jj) del § 7 & non contiene alcuna dimostra-

-
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B che si ottiene apphcando.

zione di 1 . Si ottiene cosi una contraddizione. Da cid segue
che la &-convalida di una dimostrazione chiusa & di P che

si ottiene applicando (L;) ad una dimostrazione chiusa &-
valida 2, di 1 dev’essere rappresentata dall’applicazione

. vuota. @y,

E 1mmed1ato -che ( ;) & valida. Infatti, per una &
qualsiasi, poiché non esiste alcuna dimostrazione chiusa
&P-valida di 1, si ha banalmente che se 9: & una dimostra-
zione chiusa F-valida di L, allora la dimostrazione chiusa
2 di P che si ottiene applicando (L ;) a @, & &-valida.

Piti in generale, consideriamo la regola:

[(m P
1

(Le)
P

dove P & una formula atomica diversa da L. Anche qui, &
chiaro che, per una & qualsiasi, non esiste alcuna dimostra-
zione aperta &-valida di 1, con una classe di assunzioni
aperte (71 P). Infatti, supponiamo che esista una tale dimo-
strazione, diciamo 2. Poiché &, & F-valida, . se 2’1 ¢ un
&P -caso di D1, per la clausola (j) del § 7 2’1 si ‘riduce ad una
dimostrazione 2”1 di 1 appartenente a &. Ma per la clau-
sola (jj) del § 7 & non contiene alcuna dimostrazione di L.
Si ottiene cosi una contraddizione. Da cid segue che la & -con-
valida di una dimostrazione chiusa & di P che si ottiene ap-
plicando (L) ad una dimostrazione aperta &-valida di L,
con una classe di assunzioni aperte (—1 P), dev’essere rappre-
sentata dall’applicazione vuota @

E immediato che ("l .) & vahda Infatti, per una 5’ qual-
siasi, poiché non esiste alcuna dimostrazione aperta &-valida
di L, con una classe di assunzioni aperte (71 P), si. ha banal-

-mente che se &) & una dimostrazione aperta & -valida di- L,

con una classe di assunzioni aperte (71 P), allora la dimostra-
zione chiusa di P che si ottiene applicando (L¢) a @
& -valida. i
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9. Sistemi di deduzione naturale

La nozione di- dimostrazione qui adoperata si differenzia

da ‘quella di dimostrazione formale del § 2 poiché le .d.imo~
strazioni non vengono considerate come generate med{ante
delle regole prefissate. Consideriamo ora invece delle dlrno:
" strazioni generate mediante sistemi fissati di regole, detti
sistemi di deduzione naturale, che si distinguono per il fattcz
che, mentre non & subito chiaro se le dimostrazioni formali

generate, ad esempio, mediante le regole del calcolo logico .

di ‘Frege sono valide, cid & pii o meno immediato nel caso
di tali sistemi. Per sottolineare.che le dimostrazioni sono ge-

nerate mediante delle regole prefissate, parleremo an;he qui -

di dimostrazioni formali.

Ci limitiamo ad esaminare due sistemi di deduzione natu-
rale fondamentali; il sistema di deduzione naturale LI per la
logica intuizionista, e il sistema di deduzione r.laturale .LC
per la logica classica. Nel caso di LI i linguaggi del primo

ordine considerati si intendono formulati come nel' § 1. Le.

regole di LI comprendono le regole (A I), (v I), (= 1), (V 1),
(3 1), dette regole di introduzione, e le regole (A E), (V' E:),
(= E), (V E), (3 E), dette regole di eliminazione. A tal.1 re-
gole va aggiunta inoltre la regola ( L;). Nel caso di ILC.'l‘.hn:
guaggi del primo ordine del § 1 si intendono»_ mo-dlf}c.at.l
eliminando le costanti-logiche vV 'e 3 come simboli primitivi.

Le formule AVB e 3xA (x) vengono adoperate solo come

abbreviazioni di T A—>B e 11V x 1 A(x), rispettivamente.

Le regole di LC sono le regole di introduzione, le regole di eli-

minazione (per le costanti logiche primitive), e la regola (‘LC)\'
‘ E facile mostrare la correttezza delle regole di LI e L(;
rispetto alla nozione di dimostrazione valida, ciot che ogni

dimostrazione. formale & generata mediante le regole di LI o

LC ¢ valida. La dimostrazione & per induzione sulla lunghezza
di 9. Sia & una classe qualsiasi di dimostrazioni chiuse che
constano solo di enunciati atomi¢i. Se @ ha un unico nodo A4,
allora @ & una dimostrazione aperta, con una classe di assun-

zioni aperte (A) che consta di un’unica occorrenza di A
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Ovviamente il risultato della sostituzione di ogni variabile
individuale libera aperta di &2 con un nome, e di ogni assun-

-zione appartenente ad una classe di assunzioni, aperte di 2

con una dimostrazione chiusa &-valida 2’, coincide con .2,
quindi & una dimostrazione &-valida. Di conseguenza @ ¢
&-valida. Se @ ha pid nodi, allora linferenza finale di 2 &
stata ottenuta mediante un’applicazione di una delle regole
di LI o LC, e la S-validita di 2 segue dall’ipotesi di indu-
zione applicata alle sottodimostrazioni immediate di 2, fa-
cendo uso del fatto che, come si & visto nel § 8, tutte le

‘regole di LI e LC sono valide, e quindi anche &-valide. In

ogni caso, dunque, & & F-valida. Poiché cid & stato mostrato
per una & qualsiasi, si conclude che 2 & valida.

Si pud considerare anche il problema inverso, ciot quello
della completezza delle regole di LI e LC rispetto alla no-

zione di dimostrazione valida. Tale problema consiste nello

stabilire se tutte le dimostrazioni valide possono essere scom-
poste in inferenze elementari, non ulteriormente analizzabili,
che consistono in applicazioni delle regole di LI o LC. Per
una soluzione affermativa del problema occorrerebbe mostrare
che ogni regola valida non contenuta in LI né in LC & essen-
zialmente « pid complicata » delle regole di. LI e LC. Un
modo ragionevole di intendere cid & che, mentre ogni infe-
renza che si ottiene mediante un’applicazione di una regola
di LI o LC riguarda un’unica costante logica, in ogni altro
tipo di inferenza il ruolo delle costanti logiche non viene iso-

lato del tutto. (Cfr. [22] pp. 243-248.)

Se si accetta questa semplice interpretazione del signifi-
cato di « pid complicata », allora I'evidenza a favore di una
soluzione affermativa del problema & pid che abbondante.

Per esempio, si consideri la dimostrazione chiusa 2 di
. VxA(x) A V xB(x) che si ottiene applicando la regola:

V x (A(x) A B(x)) :

VxA(x) AV xB(x)
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ad una dimostrazione chiusa 2, di V x(A(x)A B(x)) ge-
nerata mediante le regole di LI o LC. @ pud essere analizzata

scomponendo la sua inferenza finale nelle seguenti inferenze -
pid elementari, ottenute mediante applicazioni delle regole,

d1 LI e LC, nspettlvamente

V x (A (x) A B(x)) V x (A(xy A B(x))

A(a) A B(a)

A(5) A B(b)
A@ . B
— (a) — (D)
YV x A(x) Y x B (x)

\vJ xA‘(x') A Y x B(x)

- 11 ruolo di A e di V, che non appariva distinto nell’infe-

renza finale di 2, viene cosi isolato ed analizzato in termini di
- passi ciascuno dej quali si riferisce solo a A oppure solo a V.

Il problema della completezza rispetto alla nozione di di-
mostrazione valida acquista un nuovo significato alla luce di
‘un risultato generale relativo alle dimostrazioni formali gene-
rate mediante le regole di LI o LC, il cosiddetto teorema di
normalizzazione. Per formulare il teorema occorre introdurre
qualche nozione. Diciamo che una dimostrazione formale 2
generata mediante le regole di LI o LC & normale se e solo
se non esiste alcuna dimostrazione formale 2’ tale che @ si
riduce immediatamente a 2’ cioé se e solo se & si riduce
solo a sé stessa. Diciamo che 9D & normalizzabile se e solo se
~esiste una dimostrazione normale 2’ tale.che @ si riduce a
2. 1l teorema di normahzzazmne stabilisce - allora che ogni
dlmostrazmne formale generata mediante le regole di LI o
LC & normalizzabile.

In virtd del teorema, la completezza delle regole di LI o
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LC rispetto alla nozione di dimostrazione valida implicherebbe
che le dimostrazioni normali forniscono una rappresentazione

~di tutte le dimostrazioni valide, poiché queste una volta ana-

lizzate completamente consisterebbero di inferenze ottenute
mediante applicazioni delle regole di LI o LC. Tale risultato
pud essere ulteriormente rafforzato, in base ad un’altra pro-
prietda generale delle dimostrazioni formali generate mediante
le regole di LI o LC la cosiddetta proprieta di univocita, che

. puo essere enuriciata nel modo seguente. Per ogni dimostra- .

zione formale 2 generata mediante le regole di LI o LC, se
D si riduce immediatamente a due dimostrazioni formali dif-
ferenti 2, e 2,, allora esiste una dimostrazione formale
D’ tale che sia 9, che 2; si riducono a 2’.

Dal teorema di normalizzazione e dalla proprietd di' univo-
citd segue facilmente che, per ogni dimostrazione formale £
generata  mediante le regole dit LI o LC, esiste un’unica dimo-
strazione normale @’ tale che @ si riduce a 2°. Di conse-
guenza la completezza delle regole di LI o LC rispetto -alla
nozione di dimostrazione valida implicherebbe che le dimostra-
zioni normali forniscqno una rappresentazione canonica di
tutte le dimostrazioni valide. In altri termini, le dimostrazioni
normali avrebbero un ruolo privilegiato tra le dimostrazioni
valide, nello stesso modo in cui la notazione posizionale ha
un ruolo privilegiato tra tutti i. sistemi di notazione per i nu-
meri naturali.

'10. Regole non logiche

Tutte le regole fin qui considerate sono regole puramente

~ logiche, ciot regole relative all’uso delle costanti logiche. Si

possono considerare perd anche regole non logiche, ciod regole
che riguardano l'uso delle costanti descrittive. Naturalmente
tali regole, a differenza delle regole puramente logiche, non
possono essere formulate per linguaggi del primo ordine qual-
siasi, ma solo per particolari linguaggi del primo ordine. Inol-
tre esse in generale non sono valide, ma solo -valide, per
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certe partlcolan classi & di dimostrazioni chluse che constano
solo di enunciati atomici. ,

~ Illustriamo cid con un esempio. Sia &, il hnguagglo del
primo ordine le cui uniche costanti descrittive sono la costante
individuale 0, la costante funzionale unaria S, la costante rela-
zionale binaria E, e le costanti relazionali ternarie Ad e Mz.

Sctiviamo # = # come abbreviazione di E (¢, #). Chiamiamo

struttura insiemistica principale per £, la struttura insiemi-
stica N = <&, 9> per Z, tale che: (1) & & la struttura
insiemistica <M, {F*}., {R*}»> in cui M & l'insieme N dei

numeri naturali, F! contiene come, unico elemento la- funzione -

successore S, e per ogni # # 1 I'insieme F* & vuoto, R? contie-
ne come unico elemento la relazione di eguaglianza =, R® con-
‘tiene come unici elementi il il grafico dell’addizione Ad e il
- grafico della molt1phcazmne Mt¢, e per ogni # # 2,3 I'insieme

"R & vuoto; (2) ¢ & 1’apphcazxone che associa lo. zero alla co-

stante individuale 0, la funzione § alla costante funzionale
unaria S, la relazione = alla costante relazionale binaria E,
e le relazioni Ad e Mz alle costant1 relaz1ona11 ternarie Ad
e Mt rispettivamente.

I nomi di &, sono le espressioni 0, §(0), S(S(0)),.

§7(0) = S(S(...5(0)...)),.... Lestensione @ * di @

: "
che associa un elemento di N ad ogni nome, & un’applica-
zione su N che assegna # a S"(0), per ogni numero natu-
rale 7. Quindi nel caso di &, si ha che &£, (#) =&

Sia &, una classe di dimostrazioni che contiene, per ogni
enunciato atomico A -vero P, una dimostrazione chiusa di P
che consta solo di enunciati atomici. Si suppone che &, con-

tenga solo dimostrazioni di questo tipo. E facile dare un

esempio di. una classe &, con queste propneta
Cons1der1amo le regole:

Ay r=t
) t. =u \
(A2)

u==
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(As)

- (As)

 (Aq)

; (As)

t=v
t=1u
(Aq)
S(t) = S(u)

t=1t Ad(t, u, v)

Ad (¥, u, v)
u=u Ad(t u, v)

Ad (¢, v, v)
P— Ad (t, u, v)

Ad (¢, u, V')

t =t Mt u, v)

(As)
s | Me (', u, v)

u=1u Mt(¢ u, p)

Me (¢, o', v)

: v=1v Mt u, l))‘
(Amo) -

Mt (¢, u, v')

S(t)y=0
(An) ———
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(Als) Ad(t, 0, t)

presentata da un’operazione ®4; che applicata a & la trasforma
nella prima dimostrazione di P appartenente a &4, nella data.

. Ad (¢, u, v) ; enumerazione di &, . '

(Ay) ———— - Si vede facilmente che le regole (A1) - (Ais) sono

Ad (¢, S(u), S(v)) -, ‘9 -valide. Cid & immediato nel caso di (Au). Infatti, poiché

: , non esiste alcuna dimostrazione chiusa & ,-valida di S (¢) = 0,

(ie) Ad(t, u, v) Ad(2 u, V) si'ha banalmente che se 2 & una dimostrazione chiusa & ,-va-
15

lida di §(¢) = 0, allora la dimostrazione chiusa 2 di L che
si “ottiene apphcando (An) 2 2, ¢ & ,valida. .
Come ulteriore esempio, consideriamo (Aiz). Sia 2, una
'd1mo_straz1one & 4valida di S (¢) = S (u). Per semplicitd sup-
poniamo che £, sia chiusa. Chiamiamo 2 la dimostrazione
chiusa di # = u che si ottiene applicando (A12) a D1. Poiché

v=1v

[

(Aw) Mz (2, 0, Q)

Mt (¢, u, v) Ad(v, ¢ 2)

(A) M < 9D, & & 4valida, per la clausola () del § 7 essa si riduce ad
£(t, S(u), 2) una d1mostrazxone 92y di S(t) = S(u) appartenente a &,
o , Percio, per la scelta di &, S (t) = S (u4) & A -vero. Quindi per
(Am) Mz (2, % v) Mi(¢, a, v') la clausola (7) del § 4 si ha che ¢* (S(¢)) = @* (S(u)), da
18 .

“cui per la definizibne di ¢* segue che S (¢* (¢)) = S (9* (#))
Cid implica che ¢* (£)= ¢* (#). Percid per la clausola (i)
del"§ 4 anche ¢ = u & A -vero. Di conseguenza, per la scelta
di &,, deve esistere qualche dimostrazione di # = u apparte-
“nente a &,. Sia D’ la prima di tali d1mostra210m, nella data
enumerazione di &,. Z si riduce a @’ con un’applicazione
dell’operazione di & -convalida ®aj;. Quindi per la clausola
(j) del § 7 2 & & ,-valida.

Mostriamo ora che la classe & delle dimostrazioni chiuse
generate mediante le regole (A:) - (As) soddisfa le condi-
zioni su &,. Dobbiamo far vedere che, per ogni enunciato
atomico P, P & A -vero se e solo se esiste una dimostrazione
di P appartenente a &. La parte « se » pud essere verificata
facilmente mostrando che le regole (A1), (Ais) e (Ais) permet-
tono di introdurre solo enunciati A -veri, e che le rimanenti
‘regole (Az) - (Auz), (Au), (Ais), (An), e (Awis) conducono da
enunciati A -veri ad enunciati ' -veri. Facciamo vedere che
vale la parte «solo se». Supponiamo che P sia A -vero.
Dobbiamo considerare tre casi, a seconda della forma di P.
"[11 caso che P sia | & escluso per la clausola (i) del § 4.]

v=1v

E chiato c¢he non esiste alcuna dimostrazione chiusa
& ,-valida di S (¢) = 0. Infatti, supponiamo che esista una tale
dimostrazione,, diciamo 2. Poiché @, & & ,-valida, per la
i clausola (j) del § 7 essa si riduce .ad una dimostrazione @y’
di S (£) = 0 appartenente a &,. Ma allora § (¢) = 0 & A -vero,
per la scelta di &, D’altra parte ovviamente § (#) = 0 non pud
essere A -vero. Si ottiene cosi una contraddizione. Da cid segue -
che la & -convalida di una dimostrazione chiusa 2 di L che
si ottiene applicando (Au) ad una dimostrazione chiusa &,-
valida di S (#) = 0 dev’essere rappresentata dall’applicazione
vuota ¥, . :

Suppomamo data un’enumerazione di %,. Se & & una di- .
mostrazione chiusa di un enunciato atomico P, che si ottiene -
applicando una regola (A:), dove 1 <i<x 18 e i # 11,
a delle dimostrazioni chiuse #,-valide di enunciati atomici’
della forma richiesta dalla regola, la & ,-convalida di 2 & rap-
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~di regole atomiche, ciot di regole che si applicano solo a for-
- mule atomiche e che permettono di ottenere solo formule
- atomiche. Si possono formulare facilmente perd anche regole
~non logiche & ,-valide che non sono soggette a questa restri-
‘ zione, Un importante esempio ¢ costituito dalla seguente re-
“gola, che sta alla base del procedimento di dimostrazione per
induzione adoperato sopra:

Se P &t = u, poiché ¢ & §™(0) e u & $*(0), per qualche”
m e n, e poiché per la clausola (7) del § 4 dall’i 1potes1 della
A verita di t=u segue che @ *(#) = q* (#), si ha che
m = n. Percid con un’applicazione di (A:) si ottiene una di-
mostrazione di ¢ = u. i
- Se P& Ad (¢, u, v), poiché s & S"'(O) u e S"(O) ev e
87 (0), per qualche 7, n e p, e poiché per la clausola (i) del
§ 4 dall’i ipotesi della A -veritA di Ad (¢, u, v) segue che

- <e*(2), ¢ *(u), ¥ (v)> € Aa’ si ha che m + n = p. [(A ())]
Quindi Ad (¢, u, vy & Ad (5™ (0), $*(0), $™ *(0)). Proce- '
diamo per induzione su #. Se # = 0, allora con un "applicazione 4(0) A(S (a))
di (A1) si ottiene una dimostrazione di Ad (S™(0), 0, S™(0)), (Ind) A(5) (a) -

che non & altro che Ad (5™ (0), $"(0), S™+=(0)) con O al
posto ‘di #. Supponiamo che esista una dimostrazione di |
Ad (5™ (0), 8= (0), S+ = (0)) appartenente a &, diciamo 92,..
Applicando (Aw) a D si ottiene una dimostrazione di
Ad (§™(0), S**+1(0), Sm+=+1(0)), che non & altro che
Ad (5™ (0), S=(0), S™* ™ (0)) con # + 1 al posto di 7.

Se P & Mt (¢, u, v), poiché ¢ & S™(0), u & S*(0)e v & SP(0),
per qualche 7z, 1 e p; € poiché per la clausola (i) del § 4 dal-
11pote31 della A -verita di Mz (¢, u, v) segue che <o *(z),

*(u), ¢*()> € Mt, si ha che m - n=p. Quindi
Mz‘(t u, v) e Mz (S™(0), $*(0), S =(0)).. Procediamo anche
-qui per induzione su #. Se 7 = 0, allora con un’applicazione
di (Aus) si ottiene una d1mostra21one di Mt (S™(0), 0, 0), che |
non ¢ altro che Mz (S™(0), $"(0), S™ - »(0)) con 0 al posto
di #. Supponiamo che esista una dimostrazione di Mz (S™ (0),
87 (0), 8™ - = (0)) appartenente a &, diciamo 2. Per quanto
dimostrato nel caso precedente, c’¢ una dimostrazione di
Ad (S™ - ™ (0), Sm(0), S™ -+ m(0)) appartenente a &, dicia-
mo D,. Applicando (An) a D1 ¢ a D si ottiene una dimo-
strazione di Mz (5™ (0), S +1(0), S =+ =(0)), che non &
altro che M: (S"'(O) S*(0), S™-»(0)) con 4+ 1 al
posto di 7.

Le regole (A]) - (Am) costituiscono un esempio molto
particolare di regole non logiche & ,-valide. In effetti si tratta

Se @ & una dimostrazione chiusa di A (¢) che si ottiene
‘applicando (I#d) ad una dimostrazione chiusa #-valida 2,
di ‘A(0) e ad una dimostrazione aperta & -valida D. di
~A(S(a)) con una classe di assunzioni aperte (A (a)), la

& 4convalida di @ & rappresentata da un’operazione ®j.q che
* applicata a @, la quale per costruzione ha la forma indicata a

sinistra, la trasforma in una dimostrazione chiusa & ,-valida
2’ di una delle due forme indicate a destra, a seconda della
~ forma di #:

‘Itéo}.

[(A(a))] .

A0)  AS(a) A(0)

. (I)]I);l: (d)
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teS (u)
[(A@] A@
- (a) @)
| A(0)  A(S(a)) CA0)  AS(a)

- lna: (a) - ’ (a)

A (S (w) ; A ()

- (u)

A(S ()

Facciamo vedere che la fegola (Ind)y & & 4-valida. Siano.

D, e D, delle dimostrazioni & ,-valide di A (0) e di A(S(a)),
rispettivamente, dove 2. contiene una classe di assunzioni

aperte (A (4)) Per semplicitd supponiamo che 92, sia chiusa
e che 9, sia aperta solo perché contiene (A (4)) e 4. Chia-
miamo & la dimostrazione chiusa di A (¢) che si ottiene appli-
cando (Ind) a D1 e a D2 Poiché A(¢) & un enunciato, ¢ &
S (0), per qualche 7. Procediamo per induzione su . #z. Se
n =0, allora @ 'si riduce ‘imimediatamente a &, con un’ap-
plicazione dell’operazione di
D, & & ,-valida, per la proprietad (B) del S 7 si ha che anche
2 & & ,valida. 4

: Supponiamo che il risultato valga per un numero natu-
‘rale #. Sia @; la dimostrazione chiusa di A (5" (0)) che si
ottiene con un’applicazione di (Ind) a D, e a @D che intro-
duce nella conclusione il nome S” (0). Per I’ipotesi di induzione
D; & & 4valida. Percid poiché D, ¢ &P 4valida, lo & ,-caso
D, di D» che si ottiene sostituendo la variabile individuale
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& ,-convalida ®pna. Quindi, poiché

' libera @ con §%(0), e sostituendo ogni assunzione A (S"(0))
- appartenente alla classe di assunzioni (A (5" (0))) cosi risul-
~ tante da (A (4)), con D3, & una dimostrazione chiusa & ,-va-
lida di A(S*+1(0)). Ora 2 si riduce immediatamente a
2’; con un’applicazione dell’operazione di & ,-convalida ®;aa.
_ Quindi, poiché 2, & & ,-valida, per la proprietd (B) del § 7
-si ha che anche & & & ,-valida.

Come nel § 9 sono stati considerati sistemi di regole pura-
-mente logiche che generano dimostrazioni formali la cui vali-
dita & piti o meno immediata, si possono formulare dei sistemi
di regole loglche e non logiche che generano dimostrazioni for-
mali di cui & facile verificare la & ,-validita. Tali sistemi si
_dlcono anch’essi sistemi di deduzione naturale.

I sistemi di deduzione naturale LI e LC del § 9 danno
luogo abbastanza facilmente a due sistemi di questo tipo, il si-
stema di deduzione naturale Al per Varitmetica intuizionista,
- e il sistema di deduzione naturale AC per aritmetica classica.
" Nel caso di AI il linguaggio £, & formulato nel modo gii
. indicato. Le regole di AI comprendono le regole di LI, le re-
(A1) - (Aws) e la regola (Ind). Nel caso di AC il linguaggio
& , viene modificato come precisato nel § 9 per LC. Le regole
di. AC comprendono le regole di LC, le regole (A1) - (Azs)
e la regola (Ind).

E facile vedere la correttezza delle regole di Al e AC
rispetto alla nozione di dimostrazione & y-valida, cio¢ che ogni
dimostrazione formale & generata mediante le regole di Al o
~AC ¢ &,-valida, La dimostrazione, come nel caso di LI, e

'LC, & per induzione sulla lunghezza di @, e fa uso del fatto

che tutte le regole puramente logiche di Al e AC sono valide,

quindi anche & ,-valide, e che come si & visto sopra tutte le

regole non logiche di AI e AC sono & ,-valide. Si pud formulare
~ anche il problema inverso, cioé quello della completezza delle
regole di Al e AC rispetto alla nozione di-dimostrazione & s-va-
lida. Si potrebbe pensare che le considerazioni gia svolte nel
caso di' LI e LC si applichino anche qui. Tuttavia vi sono ele-
menti per ritenere che una soluzione affermativa del problema
sia meno plausibile in questo caso. :
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Le difficolta r1guardano soprattutto la regola (Ind). Finora

le dimostrazioni sono state concepite come alberi finitari, cio¢
come alberi in cui ogni nodo non iniziale pud avere solo un
numero finito di ascendenti immediati. Se si Jascia cadere questa
restrizione, allora (Ind) pud essere sostituita con la seguente
regola, che da luogo ad inferenze con infinite premesse:

A (8" (0)), per ogni »
(o) :

A(t)

Se 9 & una dimostrazione chiusa di A (#) che si ottiene

appicando (o) a delle dimostrazioni chiuse & 4-valide 2, di
A ($* (0)) per ogni #, la & s-convalida di @ ¢ rappresentata da
un’operazione ®w che applicata a Z, la quale per costruzione
ha la forma indicata a sinistra poxche A (t) & un enunciato e
‘quindi £ & $™ (0), per qualche 72, la trasforma in una dimo-
straz1one chiusa & ,-valida 9 * della forma indicata a destra

CAS(0)) . ..

Dy

A(Slh(O)) A(S”‘(O))

Facciamo vedere che la regola (0) & & ,valida. Per ogni #,

sia @, una dimostrazione & ,-valida di A (8" (0)) Per sem-
plicita supponiamo che 2, sia chiusa. Chiamiamo £ la d1rno-‘,
strazione chiusa di A () che si ottiene apphcando (w) alle di-
mostrazioni D, per ogni, zn. Poiché A (#) & un enunciato, al |
solito ¢ & S™(0), per qualche 7. Ora @ si riduce immediata-
mente a &, con un apphcazmne dell’operazione di & ,-conva-.
lida ®¢. Quindi po1che Dn e & -vahda per la proprieta (B)

del § 7 si hache 2 ¢ & —vahda

Mentre esiste un senso ragionevole in cui le regole di
LI e LC possono essere considerate essenzialmente pid ele-
mentari delle altre regole valide, non .si vede come conside-
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rare (Ind) pid elementare di (»). La scelta tra (Ind) e

() sembra dipendere piti da considerazioni di ordine generale
sulla natura delle dimostrazioni che dalle regole in sé. Se si

- pone soprattutto I’accento sull’aspetto linguistico delle dimo-

strazioni, cio¢ sulla comunicazione dei processi mentali con
cui ci si persuade della validitd dei teoremi matematici, come
in [23]-e [24], (Ind) dev’essere preferita. Se invece si insiste

~sul carattere primario dei processi mentali, e soprattutto sul
fatto che questi in generale sono rappresentati molto meglio

da certe strutture infinite che dalle parole che adoperiamo
per comunicarli, come in [9] p. 324, allora la scelta di (o)

si impone. (Per una discussione piti dettagliata, cfr. [1].)

11. Condizioni sulle variabili individuali libere

Come si & gia accennato alla fine del § 3, le variabili indi-
viduali libere che vengono chiuse in una dimostrazione devono

'soddisfare certe condizioni generali. Formuleremo ora queste

condizioni, mostrando come esse siano necessarie per assicu-
rare la « coerenza » della nozione di dimostrazione &-valida,
nel senso della clausola (jj) del § 7.

Le condizioni hanno lo scopo di impedire il  verificarsi
delle seguenti circostanze:

(1) in un’inferenza viene chiusa una variabile  indivi-

‘duale libera che occorre in una classe di assunzioni i cui
‘membri rimangono aperti dopo quell’inferenza;

(2) in un’inferenza viene chiusa una variabile indivi-

~duale libera che possiede delle occorrenze che rimangono
| aperte dopo quell’inferenza.

Le conseguenze di (1) e (2) sono mostrate dagli esempi

‘seguentl Consideriamo anzitutto una dimostrazione che con-
tiene un’inferenza del tipo (1), cioé la dimostrazione aperta:

a=20

(a)
Y x(x = 0)
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Sebbene la dimostrazione sia stata generata mediante la.
regola & ,-valida (V1I), & chiaro che essa non ¢ & Afvali_cia. Ir}
effetti non pud esistere alcuna.dimostrazione S"A—vahdz? di
V x (x = 0). Infatti, supponiamo che esista una tale dimo-

strazione, diciamo 2. Per semplicita si pud supporre che 9

sia chiusa. Per la clausola (vj°) del § 7 D si riduce: ad una

dimostrazione 2’ di V x(x = 0) la cui sottodimostraz}ione ,
immediata 9271 & una dimostrazione aperta & ,-valida di.

4 = 0, con una variabile individuale libera aperta a. Per defi-

nizione lo & ,-caso Dy di D1 che si ottiene sostituendo '@

con S (0) & una dimostrazione chiusa & A-valida di S(0) = 0.
Percid per la clausola (j) del § 7 2”1 si riduce ad una dimo-
strazione di S (0) = 0 appartenente a &,. Ma allora S (0) = 0
& N vero, per la scelta di &, D’altra parte ovviamente
'$(0) = 0 non pud essere A -vero. Si ottiene cosi una con-
traddizione. ,

: : . . . ’» .
Consideriamo ora una dimostrazione che contiene un’in-

ferenza del tipo (2), ciod la dimostrazione aperta:

(S (a) = 0) [(71(a =a))]

Jx(x = a) Jx(x =x)

(a) -

FJx(x = x)

Sebbene la dimostrazione sia stata generata mediante le
regole & valide (31) e (FE), & chiaro che essa non &
& valida. In effetti non pud esistere alcuna dimostrazione

F,valida di 3 x 1 (x= x). Infatti suppéniamo che esista
una tale dimostrazione, diciamo 2. Per semplicita si pud sup-
porre che & sia chiusa. Per la clausola (vjj) del § 7 2 si
riduce ad una dimostrazione @2’ di 3 x 71 (x = x) la cui sot-
todimostrazione immediata 2’1 & una dimostrazione’ chiusa
& valida di —1 (¢ = ¢), per qualche nome ¢. Per la clau'sola
(v') del § 7 a sua volta 2’ si riduce ad una dimostrazione

. . . . ",
27, di 71 (¢ =1¢) la cui sottodimostrazione immediata D,
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¢ una dimostrazione aperta & ,-valida di 1, con una classe
di assunzioni aperte (¢ = ¢). Sia D3 un & ,-caso di D”;. Per
la clausola (7) del § 7 s si riduce ad una dimostrazione di 1
appartenente a #,. Ma allora | & A -vero, per la scelta di
& 4. Daltra parte ovviamente | non pud essete A -vero. Si

~ottiene cosi una contraddizione.

. Cid suggerisce che le condizioni devono avere la seguente

- forma: A | :

(7) in un’inferenza in cui viene chiusa una variabile
individuale libera 4, 2 non deve occotrere in alcuna classe di
assunzioni i cui membri rimangono aperti dopo quell’inferenza;

(i) in un’inferenza in cui viene chiusa una variabile

individuale libera 4, devono essere chiuse tutte le. occorren-
ze-di a.

In particolare la condizione (i) richiede che, in un’appli-
cazione di (V I), la variabile individuale libera 4 non occorra
in alcuna classe di assunzioni aperte della dimostrazione di
A<(a), in un’applicazione di (3 E), 4 non occorra in alcuna

.classe di assunzioni aperte della dimostrazione di B eccetto

(A (a)), e in un’applicazione di (I#d), « non occorra in al-
cuna classe di assunzioni -aperte della dimostrazione di
A (S (a)) eccetto (A (a)). La condizione (i) richiede che in .
una dimostrazione che contiene - un’inferenza ottenuta me-

~diante un’applicazione di (V I); & occorra solo in nodi che

sono ascendenti della conclusione di quell’inferenza, in una
dimostrazione che contiene un’inferenza ottenuta mediante

{ un’applicazione di (3 E), 4 occorra solo in nodi che sono
-ascendenti della premessa B di quell’inferenza, e in una dimo-
strazione che ‘contiene . un’inferenza ottenuta mediante una

applicazione di (Ind), a occorra solo nella premessa A (S (2)),
o in nodi che sono ascendenti della premessa A (S (a)), di

’ quell’inferenza. In generale la condizione (i) richiede che in

una dimostrazione nessuna variabile individuale libera venga

~chiusa in due inferenze differenti.
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12. _Conclusz'one ‘ | ,

11 principale difetto della definizione della .#-veritd & che

essa non fornisce alcun criterio per stabilire se una formula

& M-vera. Se si accetta che l'unico modo per decidere cio &

in base ad una dimostrazione (piuttosto che, per esempio, in
‘base ad una « illuminazione »), allora & necessario concludere
che la nozione di dimostrazione & piti fondamentale di quella

M veritd, e che non c’& alcun motivo per non riformulare

" quest’ultima in termini della prima,

Naturalmente si pud sempre dare un significato autonomo
“alla nozione di -verita, assumendo che la proprietd di una
formula A di essere .#-vera & una proprietd di A in 'sg,
_indipendentemente dal fatto che tale proprieta possa essere
stabilita. (senza restrizioni sui mezzi dimostrativi adoperati).
Se si accetta questo punto di vista, implicito ad esempio in
[28]1, il passaggio dalla nozione di .#-verita a quella di
&-validita si configura come un passaggio da una teoria rea-
listico-platonica della veritd ad una teoria operativa, in cui

la veritd di una formula viene definita in termini delle ope-

‘razioni mediante cui ci si persuade della sua verita, cio¢ in
termini di dimostrazioni.
Se invece non si accetta tale punto di vista, il passaggio

in questione costituisce un naturale perfezionamento, che eli-
mina una inutile deviazione. Ci si pud chiedere, perd, se il

perfezionamento sia esente dal difetto della nozione di #-ve-

ritd che esso-intende evitare. Ora, se si esaminano le clau--

~sole*(j) — (vjj) del § 7, ci si rende conto che non & cosi. Per

esempio, in base a (j), per stabilire se una dimostrazione
chiusa 2 di un enunciato atomico P & &-valida, occorre sta-
bilire se @ si riduce ad una dimostrazione di P appartenente
a &, e cid richiede in generale una dimostrazione. Analoga-

mente, una dimostrazione & richiesta in tutti gli ‘altri casi, e

‘nulla garantisce che tale dimostrazione sia di tipo essenzial-

'mente pid elementare della nozione di dimostrazione &-valida
definita. .

Questa difficolta pud essere evitata mostrando che tutte’
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le dimostrazioni &-valide possono essere scomposte in certe
inferenze elementari non ulteriormente analizzabili, che- si - ot-
tengono applicando regole appartenenti ad una classe prefis-
sata. Si tratta ciot di far veder che esiste un sistema di regole
S che & completo rispetto alla nozione di dimostrazione
&-valida. o |

In effetti, se un tale sistema S esistesse, il problema di
stabilire se una data dimostrazione 2 & F-valida si ridurrebbe
a quello di stabilire se @ & stata generata mediante le regole
di S. In virtG del carattere elementare delle regole di S,
cid avrebbe il vantaggio di non comportare alcun rimando
alla nozione generale astratta di dimostrazione. Si comprende
percio come la determinazione di un sistema di regole S
completo rispetto alla nozione di dimostrazione S-valida, e
pid in generale di un sistema di regole completo rispetto
alla nozione di dimostrazione valida, rivesta un’importanza
centrale per una teoria operativa della veriti.

" Appendice

La nozione di dimostrazione chiusa &-valida'& stata otte-

‘nuta nel testo in base ad un’analisi della nozione di enun-

ciato #-vero, Questo modo di presentarla differisce da

quello di [23] e [24], in cui la nozione viene ottenuta me-
. diante un’analisi della nozione di costruzione di un enunciato.

In effetti in [23] e [24] si assume che esista una stretta rela- _

~ zione tra il significato costruttivo delle costanti logiche e le

dimostrazioni in forma canonica. (Cfr. anche la discussione
in [221.)

Per stabilire tale stretta relazione, perd, in [23] e [24]

- si adotta una versione non standard della nozione di costru-
_zione di un enunciato, che sopprime certe caratteristiche che

sono - essenziali se essa deve assolvere allo scopo per cui fu

_introdotta originariamente, cioé quello di fornire una spiega-

zione riduttiva del significato costruttivo delle costanti logiche.
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Vale la pena, percid, di richiamare gli aspetti essenziali della
versione standard, allo scopo di chiarire la differenza che
sussiste tra la nozione di costruzione di un enunciato, da un
lato, e le nozioni di- enunciato .#-vero e di dimostrazione
chiusa F-valida, dall’altro. (Per i problemi aperti della ver-
sione standard cfr. la discussione in [10].)

Premettiamo qualche considerazione generale sulla natura
delle cQstruzioﬁi; Le costruzioni sono oggetti mentali dati
mediante una descrizione completa che permette di decidere
se due.costruzioni n e ¥ sono la stessa costruzione e se una

costruzione n pud essere applicata ad una costruzione 9. Quindi -

le costruzioni soddisfano le condizioni:
(1). la relazione «m = ¥» & decidibile;
(2) la relazione «n & applicabile a ¥ » & decidibile.

" La decidibilita di cui si patla qui non va confusa con la
decidibilita meccanica, poiché essa si riferisce ad oggetti men-
tali piuttosto che ad oggetti formali, e comporta procedimenti
del tipo, ad esempio, di quello che permette di riconoscere
se una dimostrazione pud essere rappresentata mediante una

* dimostrazione formale generata in base ad un sistema fissato
~ di regole. ‘ ‘
Oltre alle condizioni generali (1) e (2) le costruzioni sod-
disfano certe condizioni di chiusura. In particolare esse com-

prendono almeno una costruzione costante 0, e sono chiuse

rispetto a certe operazioni molto elementari come Pappli-

cazione — (—) di una costruzione ad un’altra e la sua in- °

versa — 1, Loperazione 8 di formazione di una coppia di co-

struzioni e le operazioni inverse d; e ;. Cid & stabilito dalle

seguenti condizioni:

(3) O & una costruzione;

(4) se m e ¥ sono costruzioni, n (%) & una costruzione;

\

(5) se n & una costruzione, w1 & una costruzione;

struzione;
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(6) se m e my sono costruzioni, ©(my, mz) € una co-

- (7) se n & una costruzione, 9;(m) & una costruzione,
peri =1, 2. :

Altre condizioni di chiusura sono discusse nella teoria
generale delle costruzioni. , ' |
- Il fatto che le costruzioni siano date mediante una descri-
zione completa, cioé come oggetti totali, fa nascere qualche
pgoble{na per quanto riguarda il significato da assegnare alle
operazioni — (—), 1!, 8, e 8 quando queste sono applicate
ad argomenti che non hanno la forma prevista. Per ovviare
a cid Pordinario significato di tali operazioni viene esteso sta-
bilendo che se, in base a (2), n non & applicabile a 9, allora
1 (%) =n. (Cio vale anche nel caso in cuin—! non & appli-
cabile a 9.) Si stabilisce inoltre che, se n non ha'la forma
8 (m, m2), allora 8;(n) =, per i = 1, 2. ‘
Usiamo <m,...,m.> come abbreviazione di 8 (ny,

" 8(my, ..., 8(Mw 21),8(Ms, 0))...)), e &% (n) come abbrevia-

ziqne di 8; (82 (82...(82(n))...)). Poiché 8;(d (i, m2)) =
: i—7T ,
n; per £ = 1, 2, si ha che per ogni 7, 1 < i << n, §*(<m,

o vy

_M>) = m;, mentre se 7 > #, allora 8* (<my, ..., M. >) = 0.

A differenza delle costruzioni, le specie di costruzioni

(proprieta di costruzioni appartenenti ad un dominio decidi-

bile) non sono concetti descritti cosi completamente da soddi-

~sfare condizioni analoghe a (1) e (2). Tuttavia esse possono
~essere ridotte alla nozione di costruzione stabilendo che una

specie M di costruzioni & determinata da una costruzione

um tale che:

(*) per ogni costruzione m, pm(n) = 0 se e solo se
8, (n) dimostra che 8; (n) soddisfa M.

Cib si basa sull’assunzione:

(8) la relazione « n dimostré che ¢ soddisfa M » & de-

 cidibile.
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La riduzione consiste nell’assumere che esiste sempre una
costruzione wy che & la funzione caratteristica di tale relazione,
cioe @ tale che ua (8 (n, #)) = 0 se e solo se la relazione vale. -

La riduzione pud essere estesa facilmente alle relazioni ed
operazioni sulle specie di costruzioni. Per esempio se, per
i =1, 2, M; & determinata da pwmi, la relazione di sottospecie
M, € M; & determinata dall’asserzione « se w (n) = 0 allora
sz (1) = O » con una variabile libera per costruzioni n. Qui

«se... allora» in base a (1) & applicata ad asserzioni deci-

dibili, quindi pud avere il consueto significato vero-funzionale.
Analogamente se per ogni i, 1 <i<#n, M; & determi-

nata da pw: allora il prodotto cartesiano My X ... X M. ¢&

‘determinato da una costruzione pmix ... x mn tale ‘che:

(**) per ogni costruzione M, pwrx . oxwmn (M) =0

se e s0lo se p1 (31 (M) =0e...e Hmm '(5,,* (m)) =0

Anche in questo caso « e » in base a (1) & applicata ad
asserzioni decidibili, quindi pud avere il consueto significato
vero-funzionale. \ . _ ‘

" Considerando le specie di costruzioni come specie di or-

dine 1, possiamo costruire a partire da esse una gerarchia in

_cui, per ogni 7, le specie di ordine 7 sono proprietd di specie
di ordine < 7 appartenenti ad un dominio ben definito. Sup-

poniamo che le specie M di ordine < # siano determinate da =

costruzioni py tali che:

(***) per ogni costruzione M, Wm (n) = 0 se e solo se

8 (n) dimostra che la specie determinata da 8, (n) soddisfa M.

Allora & facile ridurre alla nozione di costruzione anche le

“specie di ordine #. Basta stabilire che una specie M di ordine #'

& determinata da una costruzione wm che soddisfa (***).

Cid si basa sull’assunzione:

(9) la relazione «m dimostra che la specie determinata

da ® soddisfa M » & decidibile. ‘
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dizioni:

“La riduzione consiste al solito nell’assumere che esiste
sempre una costruzione wm che & la funzione caratteristica di
tale relazione. La riduzione delle relazioni ed operazioni sulle
specie di ordine superiore si ottiene come nel caso delle
specie di costruzioni.

Ci.b. posto, sia & un linguaggio del primo ordine. Per
semplicitd assumiamo che % non contenga alcuna costante

‘funzionale, e che contenga costanti relazionali #7-arie solo per

Q‘ < n <X m, dove # & un numero naturale fissato. Assumiamo
inoltre che £ sia determinato da costruzioni pp, wy
e, Mrn (0 <# << m) che sono le funzioni caratteri,stiche’
c%elle proprieta decidibili di essere una variabile individuale
ll.bera, una variabile individuale vincolata, una costante indi-
v1d},1a'le_ e una costante relazionale n-aria, rispettivamente. Le
g:ilenrflli(:zl;t ;eguentl, comunqué, potrebbero essere facilmente
~ Una realizzazione costruttiva di £ & una coppia
95 = 8 (um, v), dove pm & una costruzione che determina una
specie M e v & una costruzione che soddisfa le seguenti con-

~

(4) per ogni costruzione m, se pc(n) = 0 allora pu (v

() = 0; | |
. (b) per ogni costruzione m, se Mea (M) = 0, ciod se
" € una costante relazionale #-aria R", allora v (n) = &g,, dove
Ern € una costruzione che determina una sottospecie di

diMX...xM (quindi Ern ha la proprietd che, per ogni
costruzione 9, se Eg, (8) = 0 allora By x . x o (8)=0);
n

‘ (¢)-per ogni costruzione n e ¥ tale che e(m) =0 e
be (8) = 0, se v(n) = v (9) allora n = ®, ciod v & Biunivoca,

; In generale non tutte le costruzioni n tali che bt (n) = 0
énno %a forma v (®). Tuttavia si possono sempre estendere
e v in modo da ottenere un linguaggio & (%) e una costru-
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zione v* che soddisfano le seguenti condizioni, dove uc* ¢

una costruzione che determina la specie C* delle costant1 in-
d1v1dua11\ di & (€):

(¢’) per ogni costruzione W, se wc* (n) =0 allord

um (v¥ (n)) = 0;

(b’) per ogni costruzione m,- se Hms(n) = 0, cio¢ se
n & una costante relazionale #-aria R, ‘allora v*(n) = Ega,
dove Eg, & come in (b);

(¢’) per ogni costruzione n e & tale che uc* (n) =0 e

pe* (8)'= 0, se v*(m)=v*(d)allora n =198, ciot v* &
~ biunivoca;

(d’) per ogni costruzione n, se wm(n) =0 allora"

vk (vk —1(m)) = 7, ciod v* applica le costruzioni n tali che
* (n) = O sulle costruzioni n tali che wm (n) = 0

Infétti, prendiamo come & (¥€) il linguaggio che differisce

da & solo per il fatto che la specie C* delle sue costanti-

individuali & determmata dalla costruzione uc* definita nel
modo seguente:

(4) per ogni costruzione m, uc* (M) = 0‘se e solo se
ue (n) = 0 oppure si ha che py(n) = 0ev(v™1(n) # n

In base a (4) C* & l'unione della specie decidibile C delle
costanti individuali di £ e della specie I delle costruzioni
85 () tali che pm (n) = 0 e m non ha la forma v (8). Le costru-

~zioni & (n) svolgono il ruolo di dimostrazioni che mostrano
che 8 (n) soddisfa I, e quindi C*.
" Prendiamo come: v* la costruzione definita nel modo
seguente: '

(4++) per ogni costruzione “n, vk (n) = v(n) se

‘pe(m)=0 o wpg® () =0 per qualche 7, 0 <n<m,

vk (n) =m se wm (n) =0 ev(vi(n)Fn
E chiaro che v* soddisfa e condizioni (') -(d’).
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Per formulare la nozione di costruzione di un enunciato,
stabiliamo il seguente principio fondamentale:

(10) se © & una proprieta decidibile delle costruzioni,
la relazione «n dimostra I’asserzione © (%) con una variabile
libera per costruzioni ¥ » & decidibile.

Il principio stabilisce che si sa sempre riconoscere se una
costruzione n & uno schema generale di dimostrazione che,
applicato ad una costruzione qualsiasi ¥, produce una dimo-.

1 ~ strazione di © (¢). Indichiamo con A( % - ®(3)) la rela-

zione di cui in (10).
Per ogni costruzione n e per ogni enunciato A di & (€),
definiamo una relazione II (n, A), scritta anche II,(n). La.

definizione & per induzione su numero delle costanti logiche

(diverse da L) che occorrono in A, e consta delle seguenti

4 clausole:

(2) L Re(4y, ..., i,) (n) se e solo se 1 = <& (v¥ (m)),
6n (V* (nn))> € ER" (<'V* ("]1), o e

« o ooy

, V¥ (M,)> ) =0, dove per

ogni k, 1<k<n, m sta per @ se Be(ix) = 0, ciod se.
‘4 & una costante individuale di

&L, sta per O (8* (n), )
altrimenti; '

(éf) non I (m); (

(i) Ty, g(n) see solose M, (8 (n)) e Tg(8(m));
(iv) M, , 5 (n) se e solo se 1II, (n) oppure = IIg (n);
() Iy . 5 (n) se e solo se A& (n), -0 4 4. 5(9)),

clove O n; a - 5 () sta per « se 1L, (9) allora I ((8,(n)) (8)) »;

(vz) Oy, 4 w (n)see solo se A (3 (M), © 5y s g (9)),

. dove © 4 vieaw (D) sta per « se ue* (%) = 0 allora
oy A (52 (.ﬁ))((62 (M) (8)) »;

(vii) M3, 4 ) (n) se e solo se pe* (8z(n)) = 0 e
HA(BZ (52 (n))) (61 (n))

In tali clausole «non», « €», «0», «se.., allora » hanno
il consueto significato vero- funzionale. Cid si giustifica in

base al fatto che, se le si mterpreta in tal modo, esse risultano
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applicate solo ad asserzioni decidibili. In effetti da (1) e (10)

segue immediatamente che: ‘
(+ ++) la relazione I, (n) & decidibile.

Si noti ché (+ 4+ +) & essenziale nelle clausole (v} e (vi)

per assicurare che le proprietd © »; 4, . 5(8)e © 3 vaamn(P)

_siano decidibili, come richiesto in (10).
Per ogni enunciato A di &, diciamo che una costruzione m

& una costruzione di A.su €, o in breve & una @-costruzione -
Lam)di &

., @, diciamo

di A, se e solo se II, (n). Per ogni formula A (a, . .
le cui uniche variabili individuali libere sono ai, . .

che una costruzione m & una €-costruzione di A(a, .. ., an) se

esoloseAd (n), o - ®Yl; A‘(a,,, 5 an)(ﬁ), dove @)m Ala,... an)(ﬁ)

sta per « se tic* (% () = 0 € -+ e pe* (8, (9) = 0 allora
(8 V(S .

HA(B:(&* (D)), . . .82 (5n* () (( 2 (71))( )) »

Diciamo che una costruzione n & una costruzione di una for-
mula A di & se e solo se n & una @-costruzione di A, per ogni
realizzazione costruttiva € di %. La nozione di costruzione di

una formula & essenziale per definire la veritd di una formula
in senso costruttivo. Si dice che una formula A di & & vera

(in senso costruttivo) se e solo se esiste una costruzione di A.
Siamo ora in grado di comprendere che cosa d1st1ngue la
nozione di %-costruzione di un enunciato dalle nozioni di

enunciato #-vero e di dimostrazione chiusa &-valida. Il punto

chiave della distinzione sta nel fatto che le clausole (7)- (i)
della definizione di %-costruzione di un enunciato forniscono
una spiegazione riduttiva del significato costruttivo delle co-
~stanti logiche, poiché in esse « non», « €», «0», «se ... al-

lora » hanno un significato. essenz1alrnente pid | elementare di

quello delle costanti logiche spiegate. Tale carattere pit ele-

mentare sta nel fatto che, mentre come si & gia visto nelle -

clausole in questione « non », « e », « 0 », « se ... allora » sono

applicate solo ad asserzionj dec1d1b111 le costant1 logiche si ap- .

plicano a formule che esprimono asserzioni in generale indeci-
dibili. Quindi le clausole () - (vif) conducono ad una effettiva
riduzione della complessita logica.
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Nessuna riduzione della complessita logica si ottiene invece
attraverso le clausole della definizione delle nozioni di enun-
ciato #-vero e di dimosrazione chjusa F-valida. In effetti I’ana-
logo di (++:+) non vale per tali nozioni (non vale come
proprietd « interna » della definizione, piuttosto che come
proprieta « esterna », da stabilire in base ad una dimostra-
zione), 'A- cid fa riscontro il fatto che, mentre le clausole
(i) - (vii) della definizione di %-costruzione in virtd  di
(+i+'+) permettono di per sé di stabilire se una costruzione
n & una. €-costruzione di un enunciato A4, le clausole (/) - (vii)
del § 4 e le clausole (j) - (vjjy del § 7, come notatd nei
§§ 4 e 12 rispettivamente, rimandano ad un’evidenza esterna
alla definizione per poter essere applicate. :

Questa sostanziale differenza, del resto, & riconosciuta -
implicitamente anche in [23], dove si definisce una classe
di dimostrazioni chiuse &-valide, la classe delle dimostrazioni

'&P-conclusive, date da coppie <D, D> dove 2, & una di-

mostrazione chiusa F-valida e D, & una dimostrazione che
mostra che 9, & P-valida. La nozione di dimostrazione -
& -conclusiva non costituisce, perd, un adeguato sostituto del-
la nozione di €-costruzione, a causa dei problemi che essa
fa nascere riguardo a @. Se @, dev’essere anch’essa F-va-
lida, allora occotre richiedere che @, sia &-conclusiva, e cosi
via. Questo rimando non interviene, invece, nel caso- della
nozione di %-costruzione poiché esso. viene prevenuto da
(+ +'+), che come si & visto si basa sul fatto che le costru-
zioni soddisfano le condizioni (1) e (10).
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) o Tullio De Mauro

Logica e scienze del linguaggio

1. Con -questo ciclo si vuole mettere in luce la possi-

- bilita di utilizzare la logica come occasione di integrazione

di diverse scienze nello studio degli stessi problemi. Qui_vo:
gliamo appunto _cercare di saggiare la possibilita teorica e Ia

“effettiva consistenza culturale dei rapporti tra le analisi della

logica_formale e “simbolico-matematica e le  ricerche che le
scienze linguistiche conducono intorno al linguaggio ‘storico-

" naturale e agli altri linguaggi umani_e non umani, naturali o

%».‘b

artificiali che siano.

Su unitéma di questa natura a me piacerebbe piuttosto
ascoltare che parlare. Soltanto per un dovere verso il Centro
di iniziativa  democratica degli insegnanti, ho accettato di
discorrerne. "Cercherd di. farlo nel modo meno lungo. possi-
bile, sperando che tutto quello che non potrd e saprd dire

la discussione mi dia occasione di ascoltarlo dai matematici.

Stard a loro colmare le lacune della mia esposizione, Lacune
della mia esposizione, ed entro in argomento, legate al fatto

che chi vi parla appartiene ad una delle due corporazioni di

studiosi in questione: appartiene alla corporazione dei lingui-

sti. Ora, ¢’& qui una prima cosa di cui prendere consapevolezza,

una prima cosa da dire, almeno in quella che sembra la pro-
spettiva pid corretta nell’analisi dei rapporti tra due discipline
e ciot in una prospettiva realistica che pensi alle persone,
alle condizioni sociali, agh isfituti ‘entro cui le discipline
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vivono o non vivono. In questa prospettiva, pensando alle

¢ che i cultori di studi logici e i cultori di studi linguistici
costituiscono’ due corporazioni separate. Non ho adoperato a
caso, né solo per scherzo, il termine ¢orporazione che evoca

caste

corporazione dei linguisti e ¢’® nna corporazione dei logici,

attenzione dei rapporti reciproci.

~ "Prove di questo fatto? Prendete alcune grandi opere di
fsmtem per esempio prendete la grande Storia della logica
' del;con1ug1 Kneale di recente tradotta anche in italiano. In
questa dottissima Storia della logica potete vedere che su

\ sentano lo 0,5 per cento della presenza complessiva d1 autori
e studiosi. :

Prendete un altra eccellente opera di s1ntes1 anch’essa
proprio in questi mesi apparsa in italiano, e cio¢ la Logica

matici dell’antichita classica.
Dunque, & modestissima la presenza di linguisti nelle
M
opere istituzionali di logica. Ma non meno modesta & la

presenzadi togici nelte opere 1st1tuz1ona11 sulle quali ci fot-

miamo noi linguisti.

zione dei punt1 d1 vista logici in sede di analisi del linguaggio.
Pt med M
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due’ schiere dei logici e dei linguisti, la prima cosa da dire

tutte le chiusure di un mondo medlevale diviso in feudi e -

2. Nell’attuale organizzazione dei nostri studi c’@ una

come corporazioni diverse che sviluppano ricerche con.scarsa.

citca seicento studiosi i cui scritti e le cui opere vengono '
messe a frutto sinteticamente, i linguisti sono tre, e il pid
glo@we ¢ Antoine Arnauld, il Jogico
| portorealista morto alla fine del Seicento. I lmgu1st1 i cultori
delle scienze linguistiche, inun'opera di sintesi di storia
delle ricerche logiche molto dotta, informatissima, rappre- -

formale del polacco padre Bochenski. Qui ci sono ancora.
- meno linguisti, se linguisti si possono chiamare alcuni gram- .

Prendiamo un manuale molto recente, 'Introduzione al_la'
linguistica teorica di John Lyons, professore a Edimburgo. .
E un manuale che si sbilancia notevolmente nella utilizza-

Tra i manuali di linguistica & un manuale, per dir cosi,

filo-logico.

Ebbene, qui i logici ut1l1zzat1 sono sette contro duecento-
trenta linguisti. La percentuale & facilmente ricavabile: poco
pid del 3,5 per cento. Giustizia vuole perd che si dica, per non
avere un’idea ottimistica della propensione dei linguisti verso
la utilizzazione del lavoro dei logici, che in realtd in un ma-
nuale gemello di quello’ di Lyons, anch’esso dovuto a un
bravissimo linguista inglese, UIntroduzione alla linguistica
generale di Robins, in cui si discute a pid riprese il pro-
blema dei rapporti tra analisi linguistica e analisi logica
delle lingue storico-naturali, ebbene, nel manuale di Robins
la- menzione di studiosi di loglca e r1d0tta a zero.

3. Tutto cid non deve stupire. La institutio, il processo
di formazione dei linguisti, comprende in molti paesi, in tutti
si pud dire, un riferimento stretto a materie di tipo storico- .
filologico e storico-letterario, cui oggi si affiancano o si alter-

"nano in qualche situazione altre scienze umane di tipo socio-

psicologico. Ma la componente generalmente matematica e
specificatamente logica nella formazione dei linguisti & prati--
camente assente dappertutto.

Al massimo si trovano alcuni linguisti i quali hanno una
qualche familiarita con il computo di tipo statistico. Ma dentro
la corporazione dei linguisti sono pochissimi quelli in grade
di percepire la differenza tra una attrezzatura statistica, tra
la'capacita, in sostanza, di contare delle occorrenze, e il modo
logico-matematico di accostarsi ai problemi del linguaggio.

D’altra parte, se guardiamo alla corporazione dei lo-
gici, ci si accorgera che la matrice della loro formazione &
prevalentemente matematica. Molto spesso, addirittura, manca
anche questa, e in qualche paese come il nostro & piuttosto
filosofica. Che un buon logico debba conoscere a fondo le
scienze del linguaggio la semantica e sintassi delle lingue
storico-naturali, &, per ora, un pio desiderio di pochi.

Abbiamo dunque due corporazioni che hanno provenienze
e matrici e correlazioni con altre discipline completamente di-
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verse. Sono tuttora eccezionali quindi quei momenti in cui
si realizza o si & realizzata una integrazione tra i punti di vista
fondati sull’esperienza delle scienze linguistiche. e, contem-

poraneamente, sull’esperienza degli studi logici. Passiamoli in

rassegna, una rassegna forzatamente assai rapida.

4. Tra i logici contemporanei si deve ricordare soprat-

tutto la attenzione minuziosa dedicata al lavoro dei linguisti

'da Bar-Hillel, da David Lewis, figlio del grande logico degli
anni venti-trenta, di cui parleremo pid tardi, e da Montague.
Tra i linguisti, lutxhzzazxone di contributi logici al fine di
comprender meglio il funzionamento dei linguaggi storico-
‘naturali e non, & stata, in assoluto, rara. Nell’ala degli studi
linguistici- che si proclama storicistica Antonino Pagliaro ed
Eugenio Coseriu si sono occupati a fondo del tema dei rap-
porti tra logica e grammatica, utilizzando il lavoro dei logici
da Russell ai pit recenti. Su altri versanti teorici e ideologici,

ricotderd la utilizzazione dei lavori dei logici polacchi come .

A]duklevmz e dei lavori di Carnap fatta da Louis Hjelmslev
in una delle opere pit importanti delle - discipline lingui-
- stiche, I fondamenti della teoria del linguaggio. Nell’ ambxto
strutturalista si deve ricordare Bazell, e soprattutto dobbiamo
fare menzione di alcuni dei nomi pid noti della linguistica
teorica contemporanea, come l’americano N. Chomsky, Iar-
gentino (ora a Ginevra) Luis Prieto, i francesi M. Gross e
A. Culioli, il sovietico S. Shaumjan.

5. Mi sono chiesto se non ci sia una sproporzione nei
due elenchi che ho fornito, e cio¢ se il maggior numero di
linguisti che hanno utilizzato logici a alti livelli rispetto ai
logici attenti al lavoro dei linguisti, non sia dovuto a una
mia deformazione professionale, cioé al fatto che conosco
di pid, o, se volete, ignoro meno la bibliografia dei linguisti
rispetto alla bibliografia dei logici.

Credo di poter dire, salvo benvenute rettifiche, di no.

Non intendo assolutamente difendere’ la corporazione cui . |
appartengo. Ma credo giusto il giudizio di una persona al di
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* sopra di un’eventuale mischia tra linguisti e logici, cio¢ il giu-

dizio di Jean Piaget, il quale ha osservato che la linguistica
¢ all'incrocio di molte diverse discipline. Per ragioni buone
e cattive, sta di fatto che I’ambiente dei linguisti & meno’

chiuso ad apporti provenienti da altre discipline in rapporto

a quello dei logici, che hanno spesso un notevole grado di

" chiusura e una certa superciliositid nei confronti del lavoro di

chi non & puro logico.

Comunque, ripeto, siamo dinanzi a manipoli abbastanza
esigui di grandi, anzi grandissimi studiosi. E anche questo &
da meditare. Cio¢, senza togliere nulla alla statura dei logici
come' Bar-Hillel o Lewis, direi che questi sono s eccellenn
logici, ma non rappresentano propriamente dei poli di svi-
luppo della loro disciplina. Invece, se ci fate caso, anche chi
non ha una grande esperienza di stud1 linguistici, pud ricono-

~ scere ‘nei nomi dei linguisti citati, come Chomsky o come
-Hjelmslev, come Pagliaro, Coseriu, Prieto, Shaumjan, nomi
*di capiscuola: nomi di linguisti che hanno proposto un para-

digma di ricerca alternativa rispetto ad altri, e che hanno
suscitato nuovi indirizzi di lavoro tra i 1mgu1st1.

/

6. Oltre che ad opera di questi due esigui manipoli, gli
scambi tra studi logici e studi linguistici sussistono gra71e a
studiosi estranei ad entrambe le discipline.

Ricorderd la funzione assolta da un libro classico degli
inizi degli anni venti, Il significato del significato, di due
letterati e filosofi come Ogden e Richards, che hanno utiliz-
zato molto criticamente lavori e di logici e di linguisti, sicché
la loro opera ha circolato parimenti tra logici e linguisti,

‘costituendo una sorta di concreto ponte tra le due discipline.

E ancora blsogna ricordare per analogo motivo Wittgen-
stein, Cassirer, Adam Schaff e il tenace ed autentico lavoro
mterd1sc1phnare di Jean Piaget.

-L’importante volume della « Pleiade », Logz'que et con-

 naissance scientifique, Popera collettiva diretta da Jean Piaget,

¢ forse una delle poche opere veramente 1nterdxsc1nhnar1 in
questo settore degh studi.
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7. Come gid ho detto, abbiamo citato finora studiosi
di prima grandezza, anzi tra i massimi. E tuttavia i momenti

di integrazione e di incontro tra ricerche logiche e 11ngu1st1che-
restano scarsi e rari, rispetto alle pesanti e molteplici ragioni.
che dovrebbero 1ndurre a mio avviso, a scambi pid stretti

tra studiosi di logica e studiosi di 11ngulst1ca.

Quali sono queste ragioni? Sono ragioni di ordine anzi-

tutto storico. Ma nell’enumerare le ragioni di ordine storico
vedremo subito che si tratta di ragioni di ordine storico-teo-

rico, che impegnano, cioé, anche il lavoro attuale delle due

dxsc1p11ne
Se noi guardiamo alla storia degli studi sul lmguagolo

svolta da cultori di scienze linguistiche ci accorgiamo che .

I'apparato di concetti e di termini con i quali di generazione
in generazione i linguisti hanno analizzato i linguaggi storico-

naturali, e poi anche altri linguaggi, si & continuamente nu-

trito di apporti decisivi provenienti dagli studi logici. Buona
parte dei concetti chiave della linguistica antica e contempo-
ranea & presa in prestito da elaborazmm nate nell’ambito della
logica.
- Fard qualcuno soltanto dei molti esempi che si potreb
bero dare, seguendo un ordme appross1mat1vamente crono-
logico e non sistematico.

Pensiamo anzitutto alla distinzione e alla classificazione
delle partes orationis, alla distinzione, ad esempio, tanto co-

mune da parere universale, anche se non & tra nome e verbo.

L’individuazione di questa coppia di e_lement1, nome e verbo,
¢ opera dei primi che; nella Grecia classica, hanno riflettuto

sul linguaggio dal punto di vista della funzione di verita . |
degli enunciati, ossia dal punto di vista che sard poi della

logica. In Platone rbéma vale ancora e solo « parte predica-

tiva della frase », e énoma equivale a cid che noi diremmo
« soggetto ». Siamo dinanzi a due nozioni logiche: da queste
prenderanno le mosse Platone stesso e Aristotele per indi-

“viduare due distinte. parti del discorso, quelle che noi chia-

miamo appunto zome e verbo. L'individuazione e la defini--
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‘delle funzioni del linguaggio:

Stinzxone, ancor oggi fondamentale,
cato e referente (Stoic. 2, 48). La coppia denotazione-conno-

. zione - di queste due parti del discorso hanno ° tratto ongme

e alimento dalle riflessioni di tipo logico. :

Veniamo ora alla nozione di « determinazione » di un'’
vocabolo che dal piano della lingua « cade » nella frase: &
cid che Aristotele denomina p#dsis. E la «caduta » dalla
generica- potenzialitd della lingua nella attuata determinatezza
della frase. Sulla scorta di questa teoria filosofica e logica,
si costituisce, in ambito aristotelico o protostoico, la teoria
delle funzioni dei diversi casi greci, ed & in rapporto a tale

: teoria che sono sorte varie denominazioni dei casi.

Morfologla e sintassi dei casi, cos{ come sono costruite dai
greci e trasmesse p01 ai latini e a noi, hanno dunque una tadice
logica. , -

E non basta. Di nuovo in funzmne di interessi log1c1 si
compie il primo. tentativo di classificazione delle funzioni dei -
segni linguistici. Perché si parla, a che serve un segno lin-
guistico? Questa domanda, poi diventata una domanda spe-
cifica degli studi linguistici, sorge in funzione di un inte-
resse logico. Sorge quando Aristotele deve costruire una teoria
del ragionamento e de imostrazione. A quel punto Ari-
stotele propone di tenere fuori dall’orizzonte della conside-

- razione logica tutti quei discorsi, le preghiere come le escla-

mazioni, che hanno un valore semantico, ma che non dichia-
rano come esistente qualche cosa.

E dunque abbiamo una ptima classificazione embrionale
la funzione dichiarativa, pit
propriamente logico-conoscitiva, e la funzione espressiva, che
nella visione ar1stote11ca dovrebbe cadere fuon dall’omzzonte
dei logici. -

Ancora ai logici antichi, di scuola stoica, dobbiamo la di-
di significante, signifi-

ppia_aenolaz
tazione, cosi importante negli studi semantici, risale ai logici
scolastici ed ‘¢ ripresa dai logici di Port-Royal, che distinguono.
tra denotazione come indicazione 'di un’idea chiara e. distinta,
e connotazione come evocazione, dell’alone di.idee confuse
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'che accompagna la chiara e distinta indicazione di un’idea

' primaria.

Venendo a tempi meno lontani, ‘dobbiamo a G. Frege la
fondamentale distinzione di Bededutung, riferimento di un
“vocabolo a una particolare entitd extralinguistica, e Sinn, ca-
pacita di riferimento di un vocabolo a una pluralita di entita,
 distinzione in parte equivalente a quella che fanno Saussure
e i linguisti teorici contemporanei tra_semns o signification
'da una parte e signifié dall’ altra. A Quine dobbiamo un’altra
‘importante nozione ‘semantica,
. subordinazione del significato di una parola al significato di
"un’altra:
“inclusione, per cui, per esempio, scarlatto

¢ un iponimo di

 rosso. Dalla matematica & passata nella linguistica funzionale .

| hjelmsleviana e strutturalista'la nozione di funzione. E, come
_tra breve avremo occasione dj ricordare di nuovo, vengono
- dalla logica, dagli studi logici contemporanei, nozioni che nella
_discussione teorica della linguistica oggi sono centrali: tali

-sono le nozioni di classe, di calcolo e di interpretazione di

un calcolo, di generazione. >

" Finalmente, dalla logica vengono alla linguistica addirit-
tura gli arnesi di cucina, della cucina della linguistica con-
temporanea. Chi' legge il bel lavoro di Franco Lo Piparo,

mente e profondamente indebitata & la linguistica teorica

" d’oggi con gli studi di metamatematica e metalogica. E chi’

conosce il tipo di lavoro dei- cosiddetti semanticisti post-
" chomskiani sa che il loto lavoro di analisi degli enunciati
poggia sul modello di analisi in predicati a pid argomenti
. elaborato. da Reichenbach.

|
| . 8. Per quanto rapidamente e a salti, abbiamo mostrato
- che ¢’ una grande quantitd di apporti degli studi logici agli

quella di iponimia, ciod di.

Linguaggio, macchine e formalizzazione, vede quanto vasta-

la’ subordinazione si ha attraverso un rapporto di

stud1 linguistici. C’2 ora da chiedersi perché i linguisti e Te

scienze del' linguaggio hanno potuto trovare nei lavori dei
logici tanti spunti da utilizzare. La risposta. a noi par chiara. -

Di pid in pid, a partire da Aristotele, dnclando fino a -
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Lewis e ai logici contemporanei, chi si & occupato di logica,
prima di logica formale e poi di logica postleibniziana, di lo-
gica moderna, ha sempre avuto chiaro anzitutto un primo
fatto: occuparsi di logica significa avere a che fare con frasi,
con proposizioni, con elementi linguistici o, almeno, con una
‘certa categoria di elementi linguistici, ossia le frasi « ben
formate» e/o dichiarative. Ma gia patlare di « una certa cate-
goria » comporta cercare- di capire come si determina questa

». categoria, spinge a entrare nel vivo della questione dell’esi-
stenza di diverse categorie di atti linguistici, di frasi, di segni,
come & avvenuto a partire, da Aristotele in poi.

Fare logica, insomma, comporta almeno un minimo di
riflessione sistematica sui fatti linguistici. E, in effetti, non
dimentichiamo che logiké tecbne vuol dire ars sermocinalis,
« scienza del discorso ». :

A questa prima consapevolezza dei rapporti tra riflessione
logica e riflessione sul linguaggio si & andata aggiungendo la
consapevolezza del carattere di partlcolqre lmguagglo proprlo
della stessa analisi logica. A

A partire almeno da Leibniz ha cominciato a dlventarc :
chiaro che: fare I’analisi logica di una lingua significa costruire;
fare funzionare un linguaggio per patlare della lingua. Ogni
posqbﬂe logica ha a che fare col linguaggio non o non’ tanto
¢ parte obiecti, perché alcune logiche si occupano di linguaggi,
ma e parte subiecti, perché ogni logica & essa stessa un
linguaggio.

Come si sa, gia almeno a Leibniz dobbiamo riportare per lo
meno il progetto e un inizio di attuazione di due forme tipiche
di lavoro della logica moderna: la costruzione di una Imgua
artificiale, non ambigua, utile per parlare unitariamente ‘e
scientificamente .delle lingue e delle cose dette nelle varie
lingue, e l'idea di inglobare in questa lingua non ambigua una
tecnica di manipolazione, di combinazioné dei segni. Cio¢
dobbiamo a Leibniz I'idea di costruire una characteristica,
e lmgua (come egli diceva) universalis, e una ars wmbmatorta
_coordinate tra loro. _

Non deve dunque stupire che i logici hanno dato di con-
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tinuo contributi molto importanti alla comprensione del fun-
zionamento dei hnguagg1 sia formali sia non formali. In ef-
fetti, in und. storia delle scienze linguistiche & impensabile
fare quello che fanno i coniugi Kneale nella loro Storia della
logica. E impensabile una storia delle dottrine linguistiche
che ignori Aristotele, gli- stoici, gli scolastici tardomedievali,

i grammatici e i logici Arnauld e Lancelot di Port-Royal,

Leibniz. Leibniz, in partxcolare non solo & il capostipite della

logica moderna, ma & il progettatore e iniziatore delle prime

ricerche storico-linguistiche, del primo dizionario storico del

tedesco. I suoi Nuovi saggi sull’intelletto umano sono non
'solo ricchi di notazioni molto importanti dal punto di vista
Ioglco-fllosoflco ma nel terzo libro contengono una classifica-
ziohe genet1ca e comparatlva delle lingue del mondo ragione-
‘vole e, in sostanza, gia prossima all’esattezza. E, come quelli
gid menzionati, nemmeno si possono ignorare i nomi di Frege,
di Wittgenstein, di Tarski, Post, Carnap, Ajdukiewicz.
Nonostante questa fitta rete di rapporti storici e teorici, .

nella formazione istituzionale dei linguisti & mancata a lungo, .

ed & tuttora carente un adeguata preparazione in materia di
logica. Eppure non & in gioco solo la comprensione storica
delle scienze del linguaggio: & in gioco la loro attualitd teo-
rica, che dipende largamente da apporti’ logici.

9. Per capire che cosa pud insegnare oggi la logica alla
linguistica teorica, basta fermarsi anche solo ‘su qualche punto

Prima questione & quella della creativitd. Come & noto
con creativitd del linguaggio. Noam Chﬂmsky ha designato
la capacitd del linguaggio verbale di costruire un insieme. infi-
nito di frasi diverse partendo da un numero finito di ele-
menti. Con un vocabolatio comprendente un numero finito di

" .elementi e con un limitato numero di- regole sintattiche noi

possiamo produtre e comprendere un . numero infinito  di
. frasi, infinito nel senso in cui sono 1nf1n1t1 i numeri naturali.

Secondo Chomsky, alla base di questa nozione di creativitd -

ci sarebbe la teoria metamatematica delle funzioni ricorsive.

In realti, non c’era e non c’® stato bisogno della teoria delle
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funzioni ricorsive, bastava la meno formalizzata arte combi-

~natoria di Leibniz per dare conto di come con un insieme

finito si costruisce un insieme infinito di raggruppamenti
diversi. -

Ma, a parte queste cons1dera21om la concezione chom-
skiana di creativitd presuppone necessariamente che linven-

- tario lessicale di una lingua sia un inventario chiuso, finito.

E chiuso e finito I'insieme di parole di una lingua? Sappiamo
bene, dai tempi di Orazio, a dir poco, che non & cosi: I'in-
sieme di parole  di una lingua & un tipico insieme aperto.
Se teniamo conto di cid, siamo aiutati a capire meglio le
cose da quei logici che hanno elaborato una nozione di crea-
tivita ben diversa da quella chomskiana. Accanto alla teoria
delle funzioni ricorsive, accanto all’ars combinatoria, i logici,
gli studiosi di metamatematica, per esempio Post si sono
occupati di quei sistemi, come ad esempio l’ar1tmet1ca in
cui non tutte le proposizioni accettabili, perché empirica-
mente non falsificate, sono decidibili. Tali sono, ad esempio,
le congetture di Goldbach (impropriamente dette spesso,
anche da cultori - di logica, la congettura di Goldbach). Si
tratta di un fatto del massimo interesse teorico. Anche in
sistemi altamente formali, in cui quasi tutto, per cosi dire,
¢ deducibile da assiomi, una volta posti questi assiomi, vi
sono proposizioni, come le due congetture, che non sono

~state mai falsificate, e che, pertanto, sono empiricamente ac-
“cettabili, ma che non sono dimostrabili. Questi sistemi, stu-

diando la non decidibilita, sono statt chiamati da Post crea-
tivi. Vedete che c’¢ un diverso statuto del termine creati-
vita, divergente da quello chomskiano: creativo & un sistema
che ammette la costruzione di frasi di cui non & decidibile
la grammaticalita, di frasi non calcolabili che, tuttavia, sono
accettabili.

Un altro logico, Patrick Suppes, ha usato creativita in
modo ancor pidi interessante per noi che ci occupiamo di lin-

- guaggi -storico-naturali. Ha usato creativita nel-senso in cui
- saremmo proprio tentati di usarlo in riferimento -alle lingue

storico-naturali, creativita come apertura dell’inventario les-
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sicale di base. Uno degli assiomi metateorici introdotti da
Suppes & assioma di non. creativita, per cui nellf; proposi-
zioni derivate in un sistema assiomatico _tutti i termini devgnc?
essere derivabili dagli assiomi, ossia perché le proposizioni
siano tutte definibili-e calcolabili, non devbno esservi termini
nuovi, imprevisti, Un sistema & interamente calcolabile se
& non-creativo, se non vi sono ammessi tutti quei neologisn?l.
e forestierismi, tutti quegli stravolgimenti, quiproquo © med%-
tate innovazioni che sono tipici delle lingue storico-naturali.

Le quali, dunque, sono creative dal punto di vista di queste -

altre teorie logiche pid recenti. . L

~ Secondo punto teorico ‘nodale: ‘per noi esseri umani &
ovvio che con la lingua parliamo della lingua, che una parola
.designa tanto delle cose, eventi ecc., quanto, a volte, se ste.:s§a_\.
Queste due proprietd strettamente. interrelate, la nﬂ.es:swltz_i
del linguaggio verbale e la autonimicita virtuale di tutti i suoi

vocaboli, sono in realtd proprietd eccezionali. E dai logici

degli anni trenta che -abbiamo appreso come -sia eccezionale

che la lingua possa venire a costruire frasi che parlano Adella,_.
lingua ‘stessa senza che le frasi siano incoerenti rispetto alla _

sintassi. Come i logici sanno bene.dagli anni trenta, anch.e
nei sistemi formali sono possibili degli usi metalinguistici,

ma danno luogo a proposizioni variamente incoerenti o' non

decidibili. R o
Ecco, dunque che questa distinzione tra lingua oggetto,
ciod lingua che mi serve per parlare delle cose, e metalingua,

ciod lingua che mi serve per patlare di una lingua, o, come

credo che sia piG corretto dire, questa distinziqne. tra 50
linguistico e uso metalinguistico di un segno, ‘glé intravista
dalla logica scolastica, diventata centrale nel dlbatt}to. lg-glcg
metamatematico del 900, & fondamentale per capire pid a
fondo nella sua peculiaritd il linguaggio. o
Vorrei in terzo luogo ricordare che noi dobbiamo una
esperienza fondamentale ai matematici pid rigorosi dal punto
di vista formale e ai logici. Chi conosce meno da dentro gli

strumenti formali rischia di innamorarsene e di non vederne .

il limite. Negli anni sessanta hanno avuto grande voga tra i
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 linguisti ondate di speranza nella possibilita di rendere intera-

mente formalizzate, cioé eseguibili ‘da una macchina, e sia
pure da una macchina teorica, tutte le operazioni di analisi
e di descrizione dei segni di una lingua. Noi dobbiamo a
gruppi di matematici come i Bourbaki e sopraftutto ai logici
polacchi e tedeschi degli anni trenta la acquisizione in ter-
mini formali, la acquisizione in termini non  intuitivi, ma di
teorema, dei limiti della formalizzazione stessa. Nel volume
di Piaget Logique et connaissance scientifigue un lungo capi-
tolo, molto bello e molto chiaro, & intitolato appunto T limiti
della formalizzazione. Ma di straordinaria chiarezza sono anche
le pagine iniziali della Teoria degli insiemi di Bourbaki in
cui viene esposto formalmente quello che, di nuovo, gia
Leibniz aveva capito. Quando Leibniz introduce la definizione
di definizione, spiega con molta chiarezza che, per costruire

‘un calcolo, deve ‘adoperarne i termini in modo coerente alle
 definizioni e che queste definizioni sono fatte di parole.

Certg, possiamo trasformare in termini queste parole, defi-
nendole a loro volta con altre parole. Ma, a un certo punto,
se non vogliamo regtedire in una mala infinitd, dobbiamo
fermarci. A un certo punto, che & il punto imposto dalle esi-
genze della tecnica che vado a costruire, adopero le parole
delle lingue storico-naturali nell’accezione corrente e non
definita, intuitiva che tutti adoperiamo. Ciog; la matrice ul-

. tima di qualsiasi costruzione formale, come & stato detto

molte volte negli anni venti e trenta, & pur sempre una
lingua storico-naturale, non formale essa stessa. Cosicché
proprio da un’autentica, profonda esperienza di studi logici,
formali, viene la spinta decisiva a capire che una lingua sto-
rico-naturale non & formale e non & interamente descrivibile
con procedure interamente formalizzate, ma & esplorabile e
studiabile a fondo solo ricorrendo a tutte le risorse, anche

informali, del linguaggio comune. ‘

E soprattutto ai logici, a partire dai portorealisti e da
Leibniz fino a Wittgenstein e Black, che noi linguisti siamo
debitori di un’altra nozione, anch’essa oggi fondamentale, la

“nozione di indeterminatezza del significato delle lingue sto-
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rico-naturali. A parte rarissime eccezioni (come Antonino Pa-
gliaro), la indeterminatezza, che & caratteristica del significato
delle parole delle lingue storico-naturali, ha impegnato so-
prattutto latténzione dei logici. I linguisti, per la maggior
parte, hanho pensato e ancora pensano di poter determinare
I’indeterminabile, ciod il significato delle parole. '

10. 1l contributo degli studi linguistici agli studi logici
& molto pid modesto,rno‘nostahte nella linguistica teorica con-
temporanea alcune nozioni possano essere interessanti dal
punto di vista degli studi logici pid recenti.

Mi limiterd a ricordare che, per esempio, ci sono stati
linguisti (Hjelmslev, Prieto) i quali hanno precisato la- no-
zione di arbitrarietd di ogni classificazione, la nozione di-in-
calcolabilita degli spostamenti di. senso attraverso il tempo
(Saussure) e, finalmente, la_nozione di dipendenza sociale dei

sistemi di classificazione ‘e, quindi, delle lingue (Saussure,

e

Prieto). _ :

Ora, soprattutto la prima e la terza nozione, in quanto
dicono che una classificazione & fatta in un certo modo non
perché obbedisca a regole imposte dagli elementi classificati,
ma in funzione di un fine, ciod la sottolineatura del carattere
arbitrario e quindi non detetminato, ma finalistico delle clas-
sificazioni, & certamente di qualche interesse per la logica
piti nuova, Con « logica pid nuova » mi riferisco a quella che
non & pit una logica « senza soggetto ». Fino alla scoperta
dei limiti della formalizzazione si & potuto sperare in una
autofondazione della logica. Oggi, sembra, a detta dei logici
stessi, che questa speranza sia entrata in crisi, nel senso
che la scoperta dei limiti formali delle formalizzazioni, cui ho

‘accennato, ha spinto i logici verso un punto di vista costrut-

tivistico, verso il concepire la logica come una costruzione per

parlare in un certo modo di certe parti dei discorsi, come

una costruzione finalizzata a fini determinati. Adottare questo

punto di vista significa sollevaré una serie di problemi. Si--

gnifica sollevare il problema della arbitrarietd delle classifi-
cazioni della logica rispetto -al linguaggio oggetto, della fina-'
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punto di vista didattico &
armarsi di armi interdisciplinari.
- processo di maturazione linguistica degli allievi, deve munirsi
~non solo di strumenti di derivazione letteraria, come avviene
- normalmente nella nostra institutio, ma anche di strumenti

lizzazione della costruzione logica e quindi del ‘rapporto

- con il soggetto che costruisce la logica.

In altre parole i logici, inoltrandosi su quésto terreno
stanno cominciando a scoprire una dimensione nota e batj
tezzata, ma ancora poco .esplorata: - la dimensione del rap-
porto tra segni e utenti dei segni che, dagli anni trenta in
poi, noi chiamiamo pragmatica. Inoltrandosi in questa dire-
zione pragmatica, potrebbero servirsi non inutilmente dei
con_trll-)uti delle scienze linguistiche. A mia conoscenza, a parte
Bar-Hillel e Lewis, non sono molti i logici che se ne ser

~ vono, come del resto gia abbiamo detto (cfr. il punto 4).

11, . Concludo, rapidamente, con alcune prospettive e pro-
poste di interdisciplinaritd, o meglio di dinamica unificazione
di ricerche oggi mal separate. .

+ A livello teorico e di ricerca-avanzata, dobbiamo creare
un lu'ogo istituzionale di incontro tra scienze logiche e scienze
linguistiche. Questo luogo, sulla base di quanto ho detto,
pare essere la teoria dei diversi linguaggi, naturali e artificiali,
informali e pid o menc" formali. R
. Ojuszsta teoria dei linguaggi ha un nome, almeno per i
Il.Ifgulstl, eil nome ¢ semiologia o semiotica. Ne ha addirittura
gia c.lue per i linguisti. Ma non & questione di bandiera e di
nomi. Ltimportante‘ & costruire una teoria generale dei tipi di
linguaggio, dei sistemi di comunicazione e di simbolizzazione,
e ‘n.ella costruzione di questa teoria studi logici e studi lingui-’
stici non possono non confluire.

12, Ma non solo in sede di ricerca avanzata} anche dal

molto utile, anzi & indispensabile
Chi vuole seguire bene il

di natura matematica e, pid specificamente ancora, logica.

‘Diciamo perché.

Per capire e seguire il processo di acquisizione delle strut-

217



ture linguistiche negli alhev1 noi abbiamo a che fare anche
con probleml di gusto espressivo, ma abbiamo a che fare
anzitutto con un apparato di termini e di concetti linguistici
e grammatlcah che dobbiamo conoscere per analizzare, stu-
diare, seguire scientificamente la ricerca linguistica degli
allievi. Ora, come abbiamo visto, si tratta d’un apparato che
¢ di derivazione largamente  logica. Inoltre, il processo di
crescita linguistica consiste nell’arricchimento del vocabolario,
nell’arricchimento delle capacita di costruire proposizioni e
rapporti tra. proposizioni: - in esso, come - Vygotskij e Piaget
hanno mostrato, e come sempre piti va diventando chiaro,
sOno colmphcate capacita hngulsuche e capacita di costru-

zione e di associazione di schemi, cio¢ capacita pid propria-

| mente raziocinative e logiche.

Come si vede, per chi si occupa di educazione lingui-
stica il rapporto con la logica si ripropone due volte. Ma
anche per chi si occupa della crescita delle capacita logico-
matematiche (una pianta assai delicata, ha detto una volta
Lucio Ligmbardo Radice) si propone il rapporto con 1a dimen-
sione linguistica dei fatti. ,

La capacitd Jogico-matematica & una capacita fondamental
mente linguistica; una logica, un ramo delle matematiche

sono un modo di organizzazione ‘di un insieme di simboli, sono. -

un lmguagglo Ed & nell’alveo del generale sviluppo delle capa-
citd simboliche e linguistiche, intese correttamente, scientifica-
mente, e non come mera capacita di bello stile, che scotre
anche la crescita delle capacitd logico-matematiche.

Occhio al linguaggio, dunque, per chi insegna matema-
tica. Ecco un insegnamento della logica moderna.

Ancora una.volta, come nell’ambito della ricerca pid avan-
zata, cosi nell’ambito delle pratiche educative, Iinterdiscipli-
‘narity stimolata dalla logica non & giustapposizione e, magari,
confusione di aspetti matematici e aspetti linguistici, ma ¢
_ ptomozione e sviluppo di ricerche e atteggiamenti scientifici
ed educativi fondati sull’unita, sulla scoperta e all’approfondi-
“mento e la costruzione attiva dell’unitd della cultura.
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Gabriele Giannantoni

Logica e storia della filosofia

\

Credo che mi tocchi innanzitutto lobbhgo di chiarire il
titolo di questa mia esposizione, e ciod Logica e storia della
filosofia. Un titolo di questo genere potrebbe dare adito ‘ad
una discussione dei criteri e dei metodi, in base ai quali
mettere in relazione la logica e il suo svlluppo con la storia
della filosofia, per vedernc le implicazioni reciproche nelle
varie fasi. Ma sarebbe una impostazione, in certa misura,
particolare, nel senso ¢he avrebbe piuttosto meritato il t1tolo
di storia della logica e storia della filosofia.

11 senso, e anche quindi il tema di questa conversazione, &
piuttosto quello di esaminare, sulla base di alcune espetienze
particolarmente rilevanti, di alcuni nodi problematici parti-
colarmente significativi, quali elementi noi possiamo acquisire

- dalla storia della filosofia, da alcuni momenti della storia

della filosofia, per una determlnazmne rigorosa non gia di che
cosa sia la logica in astratto, ma della molteplicita dei signifi-

cati e degli esiti che storicamente ha avuto cid che noi inten-

diamo con il termine di logica.

Una determinazione quindi in partenza prudente ma
anche I’esigenza’ di ritrovare un criterio, un punto di orien-
tamento che ci permette di valutare, storicamente 'natural-
mente, il perché la logica abbia avuto pid esiti, perché stori-

~camente si sia inteso pid cose, “spesso molto diverse fra loro,

con il termine di logica, e qu1nd1 fare un’ipotesi non soltanto
d1 ricerca storica ma anche di orientamento teorico.
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Del resto affrontare la questione da questo punto di vista
significa anche partire da una. constatazione di carattere Ecl:
generale. La filosofia sembra essere oggi rimasta senza oggetto,
né sembra che abbia pid nulla di cui occuparsi, se & vero
come & vero. che nel corso -dell’eta moderfla essa & venuta
perdendo, con il ‘sorgere del}e .scienz_e part1c'glar(1i, tutti -quei
campi su cui tradizionalmente si veniva applican lo. oo,
" Scienze particolari che hanno acquisito una, Pl;nadau o
mia, di metodo, di ricerca, di. dehrmta?mne, dld ?{1 am;zhé
e che quindi hanno preso interamente 11- posto delle an be
partizioni della filosofia. Non p1u 'f.1losof-1a della na;u%‘a, nma
pitd psicologia filosofica, non pid fxlosqf1a dlela po. 1t11Fe}, 2
invece scienze positive: la fisica, l-a.ps1colog1a, la po 1'c'1c:a,n,0
altre partizioni classiche della f11,950f1a so’no'cadute o si so
esaurite: la metafisica, l’ontologla\e cos{ via. . .

Dunque, di che cosa si occupa oggt _la f1losqf1a. u c(liuixla
terreni & competente il filosofo? Quali sono i campi de

justifichino ’autonomi una pre-
sua ricerca che giustifichino iancora l'autonomia di p

sunta disciplina che si chiama filosofia .fi\spetto- a qgc?s-fodscilr;
‘gere, che & in fondo un aspetto ess?nmal.e c.lella laicita de :
cultura moderna,” delle scienze particolari rispetto a ;;ues 2
« regina delle scienze », che sembra ormai spfadesfcgtq.. ,

In effetti nella filosofia moderna da Hezge.l in poi s1hpar.a
molto della « morte » della filosofia. Ed @ 1n§ubb}o c 2:1 111n
un certo senso, ciod nel senso di una arcaica concczmneh ella
filosofia, quella definibile poniamo con una formu? 11c e 1%191
Platone conosceva, come « scienza di-se stessa € delle altre

scienze », certamente questa filosofia & morta. Ma in un altro

senso (e quale sia questo dovra risultz'n'e da questa c.onifs-
renza e da questo dibattito) credo chg: sia_prematuro e ingfu-
stificato parlare di una morte della filosofia. . iy
Per entrare in argomento € petr trovare subltoy un adden-
tellato col seminario di logica 'c.he & stato sv,o\lto nc?ll‘fe settll;
mane passate, vorrei richiamarfnl a quella che & oggi ‘dqri,eista
maggiore delle. storie della 10g1f:a condottc? dal ptllntq_ i vista
della moderna logica formale, ciot la Storia della logica scr

dai coniugi Kneale nel 1962 e tradotta in italiano da Einaudi
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tici primi di Aristotele.

nel 1972. Un’opera che per ambizioni di vastita, di prospettiva
storica & stata pi o meno avvicinata a quella ottocentesca e
famosa di Prantl e che ha avuto molta fortuna perché in una
decina di anni & arrivata alla quinta edizione, ‘

In questa Storia della logica, gli autori iniziano il primo

. capitolo con queste parole che vi leggo testualmente: « La
- logica tratta i principi dell’inferenza valida » (possiamo 'rite-

nere questa espressione piti o meno identica a quella con cui,
nella sua lezione, il prof. Freguglia definiva la logica come
la scienza, la trattazione dei principi e delle regole del corretto
dedurre). Perché la logica non & semplicemente ragionamento
valido, ma & riflessione intorno ai principi della validit, essa
non potrd non sorgere che quando gid si dispofiga di una

uona quantitd di inferenze, argomentazioni e ragionamenti.
Non ogni tipo di discorso provoca I’esame logico. Ad. originare
la ricerca logica sono quei tipi di discorso e di ricerca ove si
cerca e si chiede la dimostrazione e la prova. Infatti dimo-

a\

strare una proposizione & inferirla validamente da premesse
vere., - ' -

Naturalmente subitp dopo gli autori sj preoccupano di sot-

tolineare l'indipendenza tra le due condizioni della dimostra-

zione, cio¢ la veritd delle premesse e la -validity delle infe-
renze: dico l'autonomia di queste due condizioni, perché &
noto che possono esserci inferenze valide anche da premesse
che non siano vere. Ciog: la validita dell’inferenza & qualche

~cosa. che riguarda la forma del ragionamento, i modi della

deduzione, e non il contenuto di veritd o di falsita delle. pre-
messe. E naturalmente anche qui il precedente immediato a
cui questi autori si rifanno & la famosa distinzione tra « apo-.
dittica » e « dialettica » che ritroviamo agli inizi degli Anali-

« Apodittica » & la deduzione che parte da premesse vere .
che arriva a conclusioni vere, « dialettiche » & Pinferenza, da
premesse probabili, di conclusioni soltanto probabili. Cid
non toglie che « apodittica » e « dialettica » si servano della

stessa forma di ragionamento, la sillogistica, la quale & in se
stessa valida.
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Lasciamo 'stare per il momento questo ulteriore aspetto

della questione, ciod la distinzione tra validita della inferenza -

e veritd delle premesse e delle conclusioni. Teniamo ferma
la gia vista definizione, dal momento che & sulla base di essa
che William e Martha Kneale scrivono appunto una Storia
della logica, 1a'quale, sia pure indulgendo ad una certa (come
essi stessi la chiamano) curiositd antiquaria, cioé di andare a

ricercare teorie, formalizzazioni, presupposti di formalizza- .

zioni, anche 13 dove esse non presentino aspetti di particolare
novita e interesse, nel passato approda a risultati talvolta sor-
prendenti, e non tanto perche quasi la meta di questa Storia &
riservata agli ultimi novant’anni. Gia questo pud apparire sor-
prendente, cosf come pud apparire sorprendente. il fatto che
la storia della loglca si presenti agli autori, per i secoli pre-
cedenti, come una pianuta appena increspata da qualche col-

lina e sulla quale si stagliano solo due montagm altissime -

ma solitarie: Aristotele’ e Leibniz. La realta & che quella
definizione di logica che abbiamo prima richiamata & assunta

dagli autori come il criterio in base al quale si accoglie nella

Storia tutto cid che la prepara e la elabora, e si esclude tutto
il resto, anche se questo resto si chiama Bacone si chiama
Galileo, Cartesio, Locke, Hume, Kant, Hegel Marx.

~ Certo, gli autori nsponderebbero a questo tilievo che cid
che essi lasc1ano fuori & qualche cosa di altro da cid che costi-

tuisce loggetto della loro ricerca. Ma il problema nasce

proprio qui, giacché non & certo sostenibile, almeno a una
prima approssimazione della questione, l'estraneitd -dei filo-
sofi ora ricordati allo sviluppo .di-cid che invece storicamente
si & ritenuto come logica.

Non voglio certamente entrare in una discussione di ca-
rattere generale di teoria della stor1ograf1a ma certo & che in
nessun altro campo della ricerca “storica un ‘tale criterio
potrebbe essere ammesso senza gravi conseguenze. Se noi
prendessimo un libro intitolato Storia dell’economia politica
e, per il fatto che i suoi autori sono, poniamo sostenitori delle
tesi mercantilistiche, trovassimo 1 dentro soltanto la storia
del mercantilismo, noi certo avremmo qualche dubbio; se il
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titolo invece fosse Storia del mercantilismo naturalmente la ri-
cerca sarebbe perfettamente legittima.

Anche limitando ['osservazione a questo ambito molto
preliminare, noi non ¢i possiamo allora stupire se anche questa

Storia della logica (di cui io non voglio apparire denigratore

nel senso che & poi un contributo molto importante-allo studio
di questa interpretazione della logica) anche' sul piano storico
incorra in singolari fraintendimenti. Prendiamo il caso di
Aristotele. Ci troviamo di fronte al fatto curioso di un autore -
che per un verso sarebbe il primo teorico dei principi e delle
forme dell'inferenza valida, la sillogistica, ma per altro verso
finirebbe pe rapparite, a chi lo legga nei suoi trattati, un
autore singolarmente inconsapevole dell’importanza della sua

.scoperta, se & vero come & vero che non si trova un solo caso,

in tutti i suoi scritti, in cui il suo ragionamento sia sviluppato -
nella forma del sﬂloglsmo

Allora pud nascere il dubbio che per- Aristotele le cose
stessero diversamente dall’essere il puro e semplice precut-
sore e scopritore di- una accezione della logica che si & svi-
luppata solo negli ultimi novant’anni. E che le cose stessero
quindi diversamente da come questi autori linterpretano.

Ma se si introduce questo dubbio quali conseguenze allora

“ne possono derivare, non solo per la storia della logica, ma

anche per I'assunzione. stessa di quella definizione? Giacché
non c¢’¢ dubbio che I'assumere quel concetto di logica implica
con cid stesso una molteplicitd di modi di intendere la logica,

~di cui uno solo poi & considerato valido. Ma come & stata

poss1b11e questa molteplicita? E quali sono i criteri in base ai
quali un solo modo di conmderare la logica pud essere rite-
nuto valido?

. Sono domande alle quali, se non si vuole cadere nell’arbi-
trarietd delle opinioni personali, o in quello che ‘Bacone chia-
mava idola theatri, si pud rispondere solo sul piano della
considerazione storica, ed & con questo approccio storicistico
allora che l’arbitrio pud essere tolto, e possono essere ritro-
vati sia la ragione della molteplicita, sia il criterio della scelta.

Vorrei soffermarmi in questa conversazione su un punto
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. : T .
per fornire un elemento di riflessione e di discussione su come

in questo senso la storia della logica pud aiutare an'chg ad
una comprensione di che cosa sia la logica, se posto in re%_a—
zione con un concetto adeguato della storia della filosofia.
~ Se noi vogliamo affrontare la questione dal punto di vista
che ho ora detto, non c’® dubbio che il problema stesso de‘1:
linizio della logica ‘diventa difficile e complesso, yperc.hé noi-
dobbiamo “sospendere ogni tentativo di far corr3inc1are v la}
logica 12 dove noi ritroviamo per la prima volta c1E.> ch:c'.m.)l
intendiamo per logica. Ma non abbiamo neppure. il criterio
" oggettivo — o almeno storicamente oggettivo — che sc?hta?
mente viene seguito quando si fa storiografia di determn.\xan
concetti o discipline, ciod di partire da dove abbiamo le prime
- documentazioni del termine o del gruppo dei termini che desi-
| ghano questa disciplina. o . o
' Se noi prendessimo in. considerazione questi termini, e
. innanzitutto il termine logiké nel linguaggio greco, noi artive-
- remmo. subito alla conclusione che, poiché questo termine lo
" ritroviamo per la prita volta soltanto nei testi degli stoici, la
storia della logica inizierebbe saltando a piedi pari-quello .che.
" tradizionalmente viene considerato uno degli. autori maggiori
di logica, e cioé Aristotele. E non c¢’d dubbio che questa con-
clusione apparirebbe paradossale a chiunque, e‘;talé: da farci
abbandonare il rigore di quel criterio. .

Ma ‘se noi vogliamo includere anche Aristotelé in questa
logica come pare assolutamente doveroso, allpra"dobbiamo in-
tendere Aristotele nella genesi del suo pensiero, e nel contesto
delle polemiche e del dibattito culturale e teorico in cui la sua

_opera & nata, ciod come un momento di un processo che .deve
essere ricostruito nella sua storia, e non come l’oggetto'd1 una
curiosité‘antiqua\ria in cui ritrovare le tracce e gli scavi di un
edificio che & stato costruito soltanto di recente. E nel qua_'le
poi si ritroverebbe per un evento del tutto straordinario, ed in

“forma singolarmente elaborata I'antecedente” di 'cid che noi

oggi. sappiamo. :

Non c’¢ dubbio che la genesi della sillogistica aristotelica

va ricercata nella polemica contro le due fondamentali posi-
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zioni di pensiero che storicamente Aristotele aveva di fronte:
da un lato nella polemica contro la dialettica platonica, e dal-
Paltro nella polemica contro la retorica sofistica. I suoi scritti
offrono abbondante documentazione di questo.

‘La polemica contro la dialettica platonica si muove su due
piani: da un lato, in quanto quella che Platone considera come
la scienza suprema dell’essere si presenta, appunto, come dia-
lettica, cioé come un’arte della discussione, un’arte — diceva
Platone — del « dare » e del « chiedere ragione », laddove

 per Aristotele la dialettica & invece solo I’argomentazione pro-

babile, proprio perché quando si discute ci si muove sul piano

- delle opinioni, mentre lo scienziato, purché proceda da premesse.

vere, pud anche essere solo per dedurre e argomentare. Ma
soprattutto la polemica contro la dialettica platonica & caratte-
rizzata dal fatto che questa dialettica si presenta come una
scienza della « divisione »: la divisione dei generi nelle specie,
delle specie nelle sottospecie, fino a raggiungere quella che
Platone chiamava latomos idea, ciot I'idea indivisibile, non pid
ulteriormente soggetta al procedimento dietetico, e che quindi
costituisce cid che si cercava, il risultato della ricerca.

- . Ad Aristotele il procedimento della « divisione » sembra del

tutto arbitrario, perché quando si divide, e si deve scegliere

o I'uno o Paltro delle due parti in cui c’¢ stata la divisione,
gia si deve sapere da che parte sta quello che si vuole conti-
nuare a cercare. Ciog, per mettere in relazione due termini,
o due concetti — lascio la cosa generica perché in Aristotele
¢ ancora indistinta — noi non possiamo basarci soltanto su
questi due termini o concetti, ma, dice Aristotele, abbiamo
bisogrio di un terzo termine che abbia una determinata rela-
zione con quei due, e che li metta in collegamento: ecco il.
concetto di « medio », ecco I'idea della scienza come media-
zione, come ragionamento, e quindi come qualche cosa di discor-
sivo, o « dialettico », se per dialettica si intende appunto la
necessita che 'opposizione di due termini, per essere realmente -

. compresa, debba essere mediata. :

Sottolineo questo aspetto perché lo scopo che io voglio rag-

- glungere, attraverso questa esposizione, & di far vedere quanto.
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‘ricca anche di questioni sviluppate in epoca modema sia questa
problematica ancora embrionale per un certo verso, ma per
un certo verso gid molto matura di Aristotele. E del resto, il
concetto della mediazione in Aristotele si ricollega a quella che
egli considera ’argomentazione non conclusiva per eccellenza,

cio¢ il ragionamento all’infinito. E la critica del ragionamento

‘all’infinito e la teoria del medio sono due elementi organici
‘della concezione della dialettica per esempio hegeliana.
Dall’altro lato sta Ja polemica contro la retorica sofistica,
sia perché la retorica sofistica mira alla persuasione in base
‘all’opinione, e quindi non alla dimostrazione in base alla verita,
sia perché la retorica sofistica si presenta essenzialmente
‘come equivocitd, come equivoco. L’analisi che Aristotele
compie nei Topica e negli Elenchi sophistici & appunto incen-
| trata sull’idea che i sofisti non adoperano una reale media-
{zione nelle loro argomentazioni capziose, perché in realtd i
| termini attraverso i quali si sviluppa la loro argomentazione
'non sono tre, ma quattro: in esse il medio & equivoco, ciod
pud mgmﬁcare due cose, ciot abbiamo quella che i log1c1
-medievali chiamarono una quaternio terminorum, e dove c’&
-quaternio terminorum il sillogismo- & apparente ma non reale.
Ricordo un esempio, fatto da uno studioso di questi pro-
‘blemi, di un sillogismo interessante da questo punto di vista,
‘un sillogismo che diceva: « tutte le cose ricercate sono care
di prezzo », « i diamanti a poco prezzo sono ricercati », quindi
« i diamanti a poco prezzo sono a caro prezzo ». E intelligente
come esempio, ma ¢ evidente la quaternio terminorum.
Perché qui il concetto di « ricerca » &€ per un verso la ricerca

nel ‘senso delle leggi economiche, del rapporto tra domanda

‘e offerta che determina "aumento del prezzo; nell’altro invece
quella ricetca che cerca di smentire le leggi economiche,
perché cerca la speculazione o per lo’ meno un acquisto che
‘non rientri nei prezzi determinati dalle leggl economiche, E,
appumo una quatermo terminorum.
Ora & in telazione sia alla dialettica platonica, sia alla
retorica sofistica. che Aristotele si propone di elaborare un
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tipo di ragionamento che eviti la guaternio terminorum, ciod
eviti 'equivocita e dall’altro sia fondata sull’idea del « medio ».

A fondamento della teoria aristotelica sillogistica c’&
la teoria aristotelica della predicazione, cioé della possibilita
di unire un soggetto e un predicato. Questa possibilita era

‘un grosso problema per i logici antichi, ed & un grosso pro-

blema anche per i logici moderni. Pid di un filosofo o ante-
riore o del tempo di Socrate aveva sostenuto che non & possi-
bile formulare giudizi in cui il predicato sia diverso dal sog-
getto. E possibile formulare giudizi soltanto del tipo « 'uomo
¢ un uomo », il « buono & buomo », ma mai formulare un
giudizio del tipo « 'uomo & buono ». Perché se si fosse am-
messa la possibilitd di unire ad un soggetto una molteplicita
di’ predicati il risultato sarebbe stato- che si sarebbe reso

identico 'uno e i molti, e questo era sentito immediatamente

come un assurdo,

Qual era il presupposto di questa teoria, e qual & quindi
la polemica filosofica, la polemica logica che Aristotele deve
condutre per affeimare la possﬂ)lhta della predlc.azxone>
Questa & una ricostruzione a mio avviso estremamente inte-

- ressante, perché — se Pamico Lombardo Radice mi con-

sente — fa apparire assai meno moderne di quanto solita-
mente non si ritengano tante teorie della logica moderna. E
ne vorrei dare qui un esempio.

La teoria aristotelica della predicazione & fondata solo in
quanto — dice Aristotele — « dell’essere si parla in molti
sensi ». Una delle formule classiche della sua metafisica, ma
anche della sua logica. Perché Aristotele dice che dell’essere si
parla in molti sensi! Che vuol dite questa formula?

Tutti voi avete presente la dottrina aristotelica delle cate-
gone o predicati.

"Quando si dice che per Amototele le categorie sono dieci
(la sostanza, la quality, la quantitd, e cosi via) sfugge ‘di
solito il fatto che la prima di queste categorie, cioé di questi
predicati ¢ propriamente il soggetto. Come & possibile che
Aristotele consideri come predicato piti importante di tutti

" proprio cid che egli definisce come tale che tutto il resto si
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- sposte alla famosa domanda socratica:

predlca di esso, ma esso stesso non si predica di niente altro
cio¢ il soggetto? ' ‘

Ora la risposta a questo credo che debba essere trovata nel
fatto che le categorie di Aristotele si presentano come ri-
-« che cos’e? » la do-
manda & del tipo: « che cos’® la giustizia? » « che cos’ la bel-
lezza? » « che cos’® la virtd? ». E Aristotele dice: quando

noi rispondiamo alla domanda « che cos’® » una determinata =

_cosa, questa risposta richiede prima dj tutto di sapere se cid

di cui noi chiediamo « che cos’® » sia una realta o no, e poi

se ha quality, quantita, e cosi via. Cioe le categorie sono i
diversi modi in cui noi parhamo di queéll’essere che & conte:
. nuto nella domanda «che cos’® ».

E una sostanza, & una

\

~qualitd, & una quantitd? e cosi via.

"Questo & molto interessante perché ci spiega, da questo
ambito del linguaggio e della discussione socratica, la forma:

zione di tutto ‘il hnguagg10 tecnico logico di Aristotele. Ma

mi fermo su questo. ,

Ma il fatto che « dell’ente si parh in molti sensi» che
cosa significa? Se Aristotele enuncia questa formula & perché,
evidentemente, c’era qualcuno che dell’ente parlava «in un

senso solo ». E gli studi piti recenti che sono stati fatti sulla’

storia della logica antica, a partire da quelli di Reinhardt

fino ai pid recenti di Calogero, mi pare che abbiano illuminato.

molti punti che consentono di chiarire questa questione. La
formula che « dell’essere si parla in molti sensi », e che quindi
& possibile un linguaggio articolato, e quindi anche un ragio-
namento articolato, sull’essere, & il punto di arrivo di una
critica che & stata poi dimenticata per lungo tempo e fatico-
ssamente recuperata in epoca moderna, & il punto culminante,
cioé del processo di dissoluzione della mentalitd arcaica e

della logica arcaica, e in modo partlcolare di quella che ne &

Iespressxone pid importante: cioé la filosofia di Parmenide.
Allora dobbiamo_fare un passo indietro.

Se prendiamo in esame i testi dei pid antichi filosofi -

greci, di cui ci sono rimasti frammenti autentici, ciot per
esempm di Erachto d1 Parmenide, abbiamo una conferma
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_immediata di un dato, che poi la storia delle civilta pid

‘antiche, l’antropologia culturale ecc. ci hanno ormai reso

familiare, e ciot la presenza nelle societd arcaiche di una per-

sistente mentalitd magica, Che cosa significa mentalitd magica?
Significa la fiducia che si possa modificare e influire sulle
‘cose attraverso la espressione di una determinata formula:

11 linguaggio ha un potere magico proprio perché evoca una
‘natura profonda delle cose, e proprio perché ha questa capa-

cita di evocare la natura profonda delle cose, ha riflesso,
influenza, sulle cose stesse.

Quando per esempio i greci invocavano gli dei amavano
mettere dopo il nome della divinitd I’epiteto che era pid
affine -al tipo di preghiera che volevano rivolgere. Se erano

in viaggio si rivolgevano a Zeus ospitale, se erano in guerra

si rivolgevano o ad Atena o ad Ares a seconda che volessero

- stimolare la guerra oppure calmarla con epiteti acconci, e cosf -

via. Questi epiteti, tuttavia, erano di numero limitato, e c’era.
sempre linsicurezza di pronunciare quello giusto cosi che
spesso ricorre nelle formule di invocazione greca una formula ,
di questo tipo: Zeus_ospitale, o come tu preferisca essete

chiamato. Ciod fai finta che te li abbia detti tutti gli epiteti

e tu dai ascolto a quello che una volta pronunciato suscita
in té la volontd di esaudire il mio desiderio. Perché il pro-

- nunciare la formula ha appunto questa capacitd magica. E del
- resto questo risponde anche alla concezione pitd profonda del-

etimo che avevano i greci. L’etimo non & la ricerca del si-
gnificato originario da ritrovare attraverso una ricerca storica
di un termine, ma il significato profondo, quello che svela
la natura della cosa significata da quel nome. Elena non poteva
che tradire il marito, e non poteva che causare la. guerra,
perché il suo nome vuol dire colei che distrugge le navi.
Apollo non pud che mandare la pestilenza perché il suo nome
esprime distruzione (il che & sbagliato come et1molog1a sto-

S

tica, perché Apollo non & tefmine indoeuropeo, ma i greci

lo sentivano come derivato dal verbo apollym che vuol dire

‘distruggere, quindi se un dio si chiama distruttore deve di-

struggere).
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Ora questa concezione, cosi sommariamente indicata, noi
la ritroviamo frequentemente nei frammenti dei filosofi an-
‘tichi, la troviamo per esempio in Eraclito. Eraclito dice che
;I’arco ha nome « vita » e opera « morte »: e infatti l'arco &
un’arma e serve a uccidere, e quindi il suo ergon, la sua atti-
vitd, & quella di uccidere; perd esso si chiama bids (ora noi

facciamo una distinzione netta tra bids (arco) e bios (vita),

ma nell’accentuazione presumibile dei greci la cosa era molto
p}ﬁ 4sf_umata) e proprio a questo Eraclito volge la sua atten-
zione, che cio¢ questo oggetto che si chiama « vita », perd
‘'uccide, e ‘siccome il nome coglie la natura profonda della

; N . 3 - ‘
cosa non meno della sua attivitd, che la natura dell’arco &

ccontraddittoria. Quando ancora FEraclito diceva che «una
e ’la“ stessa ¢ la via all'in su e la via all’in gid » efgli voleva
‘»§prc'}1?abilmente dire una cosa pit semplice di quella concezione
:‘d.e1 cicli cosmici che poi gli stoici vi videro simboleggiata, e
- cioe che ¢’ una strada che si chiama « salita », perd se la si
‘ ;fa in un senso ¢ salita, se la si fa nell’altro & discesa. Si chiama
salita ma pud essere sia salita che discesa. Anche qui il nome
& contraddittorio rispetto ad un aspetto delle cose. Ancora: il
famoso frammento del fiume: « nello stesso fiume siamo e
non siamo », da tutti interpretato nel senso che lo scorrere
del fiume simboleggerebbe una teoria del divenire, ma di
cui Seneca ci da l'aggiunta essenziale « il nome del fiume ri-
mane sempre lo stesso, 'acqua & sempre diversa ». E ancora
una volta ¢’¢ un contrasto tra il nome e la cosa. Questo pare
jad Eraclito qualche cosa di assolutamente nuovo, che gli fa
'tracciare la sua teoria della guerra come padre (in italiano
‘dovremmo dire madre) di tutte le cose, Potremmo continuare
‘nell’esemplificazione. o '
~ Ma questo non & proprio soltanto di Eraclito. Anche in
wuna scuola scientifica noi ritroviamo I’eco di questo modo di
porre le cose. Pensate per esempio a come si & formata Iidea
del numero- irrazionale. Questa & un’idea che nasce in am-
“bienti pitagorici in relazione allo studio delle potenze. -
- Immaginate un triangolo rettangolo in cui un lato sia
contrassegnato- da quattro sassolini (che era il modo con cui
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gli antichi greci facevano le figure geometriche, quei sasso-
lini erano gli horoi, cioé i fines, i confini, da cui poi la meta-
fora della definizione) e un altro lato contrassegnato da tre
sassolini. _ '

In base al teorema di Pitagora il quadrato costruito sulla
ipotenusa & uguale alla somma dei quadrati costruiti sui cateti.
Un lato 42 = 16, Dlaltro lato 32 =9, la loro somma
16 +9 = 25: i pitagorici andavano tranquilli e mettevano
sulla ipotenusa 5 sassolini. Il quadrato costruito sull’ipote-
nusa & 25, la radice quadrata di 25 & 5. "

Ma facciamo il caso di un triangolo rettangolo isoscele:
posto che i due lati uguali fossero marcati ciascuno da 3 sas--
solini, la somma dei loro quadrati & 18. Ma qual & la radice
quadrata di 187 Non si possono mettere quattro sassolini
perché il quadrato sarebbe 16, non se ne possono mettere 5
perché il quadrato sarebbe 25. Si dovrebbe mettere un, numero
di sassolini intermedio fra il 4 e il 5. Non & possibile, non c’¢.
Non c’¢? Ci deve essere. Perd & un numero che, secondo i
pitagorici, non sappiamo esprimere, & un numero 4l0gos, che
poi & stato tradotto eon irrationalis, un termine che, ovvia-
meate, non ha nessun rapporto con lirrazionalitd, ma esprime
solo il caso stranissimo di un numero che ci deve essere, ma
del quale non abbiamo il nome. . '

Questo tipo di mentalitd & quello che sta alla base della
filosofia di Parmenide. E Parmenide & in questo senso colui
che pit rigorosamente pone quelle che sono le condizioni
dell’assoluta esprimibilitd, pensabilitd e realta di qualunque
cosa. » v . ' -

Quando & che una cosa & assolutamente vera? Quando di
quella cosa non si pud nello stesso tempo dire che & e che
non &, Perché, se si pud dire che & e che non &, & contrad--
dittoria. Ma che cos’® che si pud dire che &, escludendo asso-
lutamente ogni non essere? In qualunque giudizio noi pro-
nunciamo, in cui compaia il verbo essere, questa contraddi-
zione & presente. Quando noi diciamo che Achille & valotoso,
nel dire che & valoroso diciamo nello stesso tempo che non ¢
vigliacco. E quindi ¢ e non é. E allora se noi vogliamo pro-

\
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nunciare un & da cui. sia assolutamente assente qualunque
non ¢, noi dobbiamo limitarci a pronunciare « € », senza sog-
getto; senza predicato. Questa & I'unica parola fllosoflcamente

‘vera. Tutte le altre sono nomi apparenti, che esprimono un

mondo soltanto apparente. Il mondo della veritd e il mondo

“della realtd sono il mondo di questo unico « e ».

Non & affatto vero che Parmenide sia il teorico dell’es-
sere che & e del non essere che non &, Se avesse detto una cosa
del genere rion ce ne staremmo a occupare, perché sarebbe una
banale tautologia. In realtd invece ha detto una cosa assai pit

di fondo, e cio¢ che le ragioni della pensabilita e dell’esprimi- |

bilitd sono le ragioni stesse della esistenza.
Per esempio per Parmenide I’essere non & eterno, perche

se fosse eterno dovremmo dire che era e che sara. Ma' dire che -

era significa dire che #non é, appunto perche si adopera I’im-

perfetto e non il presente. Dire che sard significa dire che

non & perché si adopera il futuro e non il presente. Quindi ¢,

(eterno  presente. E sempre tutto. Questa & Ia formula d1
Parmenide.

Melisso poi, in una situazione' storica profondame-nte
mutata, raccoglie questo é parmenideo, gia oggettivato e onto-
logizzato nella’ forma -dell’ente e dell’umco ente che €sso
aveva ricevuto con Zenone, sostiene che il criterio di verita
di’ questo unico essere & la sua eterna immutabilita. Se anche
le cose particolari — dice Melisso — fossero eternamente
immobili come Punico ente sarebbero anch’esse vere. Quindi
non pit le cose particolari sono apparenti- perché contraddit-
‘totie, come per Parmenide, ma le cose particolari sono appa-
renti perché sono transeunti. Melisso fa il famoso esempio
della fede al dito. La fede & durissima, il dito & tenero, tut-

“tavia a contatto del dito la fede si consuma:. nulla resta etet-
namente identico a se stesso. Quindi nulla di particolare &

reale, ¢ vero. Ma questa modifica, nell’ 1mp0sta21one melis-
siana & di grande importanza, perché & qui che nasce la con-
trapposizione tra mondo reale, eterno, vero, e mondo sensi-

 bile, come mondo del transeunte, ¢ quindi la svalutazione di
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tutto cio che & sen51b111ta di tutto cid che & corporalitd, e
quindi di tutto cid che & pass1ona11ta

Ed & questo il criterio che eredita Platone. La dottrina
delle idee non & altro che una molteplicitda di esseri melis-
siani. Ma anche qui ritorna il motivo parmenideo, quando si
deve stabilire di quali cose ci sono idee. C’¢ un primo aspetto
che & immediatamente evidente: noi vediamo tanti uomini,

-questi uomini noi li chiamiamo uomini e li distinguiamo da1

cani, perché hanno una certa forma, ciod¢ partecipano di una
certa figura, e possono: partecipare di questa figura soltanto

‘in quanto questa figura esiste. In sé e per sé & eternamente

identica a se stessa mentre i singoli uomini sono transeunti.

Ma quando Platone si trova di fronte all’esigenza di af-
fermare, come reali I'idea della giustizia, I'idea del bells, l'idea
del bene allora il motivo 'visivo (la forma o eidos) non vale
pid. Non si pud dire, per esempio, che si vedono le bellezze,
si vedono individui belli. Ma qui 1nterv1ene un altro motivo,
cio¢ l'identitd del nome. Se io adopero a proposito di una
pentola, di una casa, di un animale, di un uomo o di una

“donna Daggettivo belLo significa, questa identitd di denomi-
‘nazione, che ci deve essere una identitd di realtd di cui tutte

queste cose partecipano.
Il linguaggio, la parola non puo essere parola di nulla,

deve essere parola di qualcosa, ciod di una realty e quindi

pronunciare questa parola significa anche scoprite questa
realta. E del resto Platone quando deve definire le idee ado.
pera indifferentemente le formule: le idee sono wveracemente
vere, veracemente esistenti, realmente vere e realmente reali;

la sfera della verith e la sfera della realtd sono sfere assolu-
tamente intercambiabili’ nélla dottrina delle idee di Platone.
E tuttavia Platone a un cetto momento del suo sviluppo filo-
sofico, nei tardi dialoghi dialettici, si accorge che i conti
con Parmenide li deve ancora fare, perché anche contro le
sue «idee» pud valere il motivo parmenideo per cui lidea
del bello ¢ I'idea del bello e non I'idea del vero, non Iidea
del giusto, e che quindi anche all'interno di questo mondo
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ideale, eternamente stabile r1compare la contraddmone di
‘essere e non essere.

~ Di qui quella critica radicale di Parmenide (il famoso
« parricidio »!) che & il capolavoro dialettico del Sofista e
che approda a risultati di grande rilievo. Il primo & che nella
‘opposizione di essere e non essere noi non formuliamo un’op-
posizione di sf o di no, ma una opposizione di identitd e di
diversita. L’identico e 11 diverso sono i due generi sornrm'
le due determinazioni generali che sempre noi ritroviamo.
Dire che Achille ¢ valoroso e non ¢ vigliacco significa affer-
mare lidentitd di Achille (il suo valore) e la diversitd (da
cid che noi definiamo come vigliacco). E quindi siamo sempre
sul piano dell’essere. Affermiamo una volta l'identitd e affer-
miamo un’altra volta la dxvers1ta La contraddizione di Par-
‘menide & confutata

identitai e di alterita Platone nel Sofista scopre qualche cosa
che ancora Wlttgenstem vanta nel Tractatus come una sua
grande scoperta, cio¢ la distinzione tra « essere copulativo »
e «essere esistenziale ». Non & lo stesso concetto di  essere
quello che viene espresso quando. io affermo che Socrate
¢, ciot esiste, e quando affermo che la Chimera ¢ un mostro
rnltologlco nel secondo caso faccio una predicazxone che non
‘implica affatto la realtd del soggetto.

Allora dell’essere si parla almeno in due modi. Non pid
_in un modo solo come ne parlava Parmenide, ma almeno in
‘due. E tutta la discussione e la dialettica del Sofista & basata
“sul fatto che questo linguaggio, questa dialettica dell’identico

e del diverso, in tanto & compombxle nel giudizio e quindi
‘nella predicazione, in quanto riflette la struttura stessa della
realta. « Identico », e « diverso »: se noi li diciamo in" greco,
diciamo tautén e béteron e pensiamo al Sofista. Se li diciamo

in tedesco, diciamo efwas e anderen e pensiamo di nuovo a
Hegel. E la positivitd della dialettica hegeliana & proprio in
questo tipo di recupero della positivitd dell’opposizione.

Quando si pensa si pensa sempre qualche cosa che ¢, quando
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In secondo luogo, proprio per questa affermazione di

si parla si parla sempre di qudlche cosa che &, solo che d1
questo essere si parla in modj diversi.

Da questo complesso nodo, che io ho tracciato in modo
molto sommario e nel quale bisognerebbe far entrare anche
cid che spetta ai mutamenti genelah della societd e della
cultura greca, nasce la loglca di Aristotele, la quale, quindi,
non & separabile — ecco il punto cui vorrei arrivare — dalle
implicazioni di carattere metafisico e scientifico di cui essa
costituisce la teorizzazione. E non credo che sia separabile
anche perché la dottrina della predicazione di Aristotele non
sta in piedi e non si capisce, s¢ non in quanto & la tradu-
zione, sul piano del linguaggio e della logica, della teoria

‘della sostanza e dell’accidente. E le relazioni tra soggetto e

predicato e la possibilitd di unire un predicato ad un soggetto
per Aristotele sono le relazioni tra sostanza e acciderite,

Ma questa logica della predicazione ha poi, accanto a sé,
una logica dell’intuizione intellettuale. Come sul terreno della
metafisica la dottrina della sostanza e dell’accidente ha di
fronte a sé la dottrina del sinolo, cioé dell’unitd di materia
e forma, cosi qui sul terreno della logica c’¢ una dottrina del-
lmtumone dell’unita del sinolo, che sta a fronte alla dottrina
della predicazione.

Ma parlare di dianoia e di nous ci riporta ancora una volta
a Kant e a Hegel. E allora la ricchezza di questa esposizione
e il suo influsso storico & molto pid ampio, a mio avviso, non
solo di quanto una determinata storia della logica possa rap-
presentare ma anche di quanto finora solitamente si sia rite-
nuto in generale.

Allora che cosa concludere? Solo questo. In questione non
¢ una determinata concezione della logica, né la sua impor-
tanza né la sua validitd, ma la pretesa di estrapolare tale
concezione, negandone il carattere determinato.

E, infatti, per la negazione di questo carattere determinato,
quando si ver1f1ca anche una logica determinata diventa una
forma dell’ 1deolovm ciod un’immagine capovolta dei rapporti
reali e dei rapporti materiali. E allora dovrebbero qui essere
richiamate tutte le discussioni tra logica formale e logica
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dialettica. La critica alla formalitd- della logica e del lin-
guaggio scientifico, e quindi alla latente 1deolog1a antistori-
cistica che esso- esprime e alla copertura che pit di una volta
essa ha offerto, nel modo in cui concretamente si & prodotta,
“a una visione del mondo irrazionalistica, nella quale Iintui-
- zione o il sentimento tenevano il posto della ragione, Non di
una ragione che abbia come suo compito quello di mettere
ordine, o forma, nel caos ineliminabile del mondo sensibile
(che & poi l’ereditd kantiana anche della logica formale) ma
di una ragione storica o materialistica, nel senso della com-
prensione del rapporto reale tra teoria e processi reali e
della éritica del capovolgimento ideologico di questo rapporto:
ciogé di qualche cosa per la quale io credo possa ancora avere
un senso parlare di filosofia.

|
|
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